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我 们 在 上 中 学 时 都 学 过 的 平面 几何 ,是 以 欧 几 里 得 为 代表 的 前 此 
大 师 贸 下 的 珍 俩 遗产 ,两 千 多 年 来 ,一 代 代 人 诬 沽 地 女 在 欧 几 里 得 身后 学 习 
着 ,没有 人 提出 异议 | 张 旷 中 院士 发 现 , 欧 几 里 得 几何 有 一 个 今 人 头疼 的 难 
题 ， 就 是 仍 停留 在 “一 蚌 一 法 " 的 水 平 上 ， 没 有 一 凌 强 有 力 的 通用 的 解 是 广 
法 ， 作 辅助 线 的 方法 常 今 人 束手无策 ， 

张 景 中 院士 敢于 挑战 二 百年 来 传统 的 几何 处 理 模式 ， 经 过 多 年 灌 心 研 
究 ， 独 胜 嘻 径 ， 建立 起 一 套 以 面积 为 主线 的 新 方法 . 新 体系 这 个 新 休 系 有 
明确 的 中 心 . 学 生 能 从 这 个 中 心 出 发, 到达 平面 几何 的 各 个 角落 ， 使 几何 问 
枉 也 像 解 代 数 方程 一 样 有 章 可 柏 ， 充 分 体现 出 “面积 法 " 的 优越 性 , 经 过 20 
多 年 的 教学 实践 证 明 ,“ 面 积 法 " 可 节省 课时 , 提高 学 生 解 决 问题 的 能 力 , 特 
别 是 在 解决 教学 奥林匹克 问题 时 的 优势 尤为 明显 .因此 已 经 被 很 多 中 学 老师 
和 同学 所 掌握 . 
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写 芷 看 面 


写 在 前 面 


教育 数学 ,作为 一 门 学 科 , 尚 待 承 认 ; 但 教育 数学 的 
活动 , 则 早已 存在 。 

两 于 多 年 前 的 欧 几 里 得 ,对 当时 的 几何 学 研究 成 果 
进行 再 创造 ,写成 了 《几何 原本 》 这 一 有 着 深远 影响 的 教 
程 。 这 是 教育 数学 的 第 一 个 光 涟 典 沁 。 

一 百 多 年 前 的 法 国 数学 家 柯 西 ,对 牛顿 、 莱 布 尼 效 以 
来 微 积分 的 研究 成 果 进 行 再 创造 , 写 出 了 至 今 还 在 影响 
着 大 学 讲坛 的 (分析 教程 ,成 为 高 等 数学 教育 发 展 途 中 
的 一 座 里 程 神 。 这 是 教育 数学 的 又 一 杰出 页 献 。 

当代 的 布尔 巴 基 学 派 ,把 潜 繁 的 现代 数学 纳入 “ 结 
构 * 的 框架 ,出 版 了 已 达 4 和 余 卷 的 百科 全 书 伏 的 已 著 人 数 
学 原理 》， 对 数学 从 头 探讨 ,并 给 予 完全 的 证 明 "。 这 是 
为 数学 家 准备 的 高 级 教程 。 应 当 说 ,布尔 巴 基 是 当代 的 
教育 数学 大 师 。 

为 什么 是 教育 数学 而 不 是 数学 教育 ? 

数学 教育 要 车 数学 科学 提供 材料 。 对 材料 进行 教学 
法 的 加 工 使 之 形成 教材 ,是 数学 教育 的 任务 。 但 是 ,数学 
教育 不 承担 数学 上 的 创造 工作 。 

为 了 教育 的 需要 , 对 数学 研究 成 果 进 行 再 创造 式 的 
整理 ,提供 适 于 教学 法 加 工 的 材料 ,往往 需要 数学 上 的 创 
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新 。 这 属 十 教育 数学 的 任务 。 

因此 ,我们 认为 , 欧 只 里 得 、 柯 两 以 及 布尔 巴 基 们 ,是 
教育 数学 家 。 他 们 的 本 作成 时, 一 次 又 一 次 地 被 数学 数 
育 家 加 工 , 成 为 各 式 备 样 的 课本 ,直到 今天 。 

从 欧 几 生得 到 布尔 巴 基 , 他们 是 站 在 数学 发 展 前 沿 
从 事 再 创造 活动 的 。 到 了 今天 ,在 中 小 学 和 大 学 课 党 上 ， 
面 对 着 欧 几 里 得 、 柯 西 这 些 大 师 们 留 下 的 珍贵 遗产 ,我 们 
似乎 是 在 数学 的 大 后 方 。 在 大 后 方 , 除 了 ”教学 法 加 工 " 
之 外 ,是 不 是 无 事 可 做 了 呢 ? 如 果 无 串 可 人 做， 教育 数 洒 " 
在 中 小 学 到 大 学 这 一 广阔 额 域 , 岂 不 是 没有 立足 之 地 了 
吗 ? 

事实 并 非 如 此 。 前 辈 大 师 们 留 下 的 珍贵 遗产 ,并 非 
尽善尽美 。 在 中 学 到 大 学 的 数学 课程 中 ,存在 着 公认 的 
淮 点 。 如 何 处 理 这 些 难 点 ,一 直 被 认为 是 数学 教育 的 任 
务 。 这 些 难 反 , 说 明了 前 莫大 师 们 的 工作 尚 有 缺 聊 。 指 
出 这 些 缺 陷 , 从 数学 上 而 不 是 从 教育 学 上 加 以 再 创造 , 正 
是 当前 教育 数学 的 任务 之 一 。 

本 书 作者 一 直 致 力 于 这 方 商 的 研究 工作 ,这 本 书 介 
绍 的 就 是 作者 从 1975 年 以 来 进行 的 探讨 ,具体 包括 3 了 个 
问题 :平面 几何 的 新 体系 与 新 方法 ,极限 概念 的 " 非 。 -请 
言 " 定 尺 法 ,以 及 实数 理论 中 的 连续 归纳 法 。 

我 们 希望 读者 阅读 了 这 本 书 之 后 ,能 够 有 这 样 的 印 
象 ; 教 育 数学 是 具体 的 .切切 实 实 的 数学 ,不 是 空 攻 的 讨 
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论 。 
但 是 ,作为 一 门 学 科 , 它 仍然 是 一 株 幼 苗 , 甚 至 是 一 
粒 刚刚 茸 发 时 种 子 。 
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一 、 玲 每 的 间 产 ,沉重 的 负 想 


1.1 从 方块 字 谈 起 


方块 汉字 ,是 祖宗 留 给 我 们 的 一 份 珍贵 的 文化 遗产 。 
龙 飞 凤 舞 的 书法 、 古 村 雅致 的 繁 刻 、 勾 销 上 口 的 律诗 、 巧 
夺 天 工 的 棉 联 …… 这 些 艺术 明珠 ,无 不 和 方块 汉字 筷 息 
相关 。 如 果 有 一 天 ,汉字 真 的 被 20 多 个 字母 的 各 种 排列 
组 合 所 代 普 ,这 些 艺术 明珠 也 就 只 能 栖身 于 研究 室 和 博 
物 馆 了 。 这 多少 还 是 令 人 愤 异 的 。 

但 是 , 正 像 鲁迅 早 就 指出 的 那样 ,方块 汉字 ,是 我 们 
民族 身上 的 一 个 沉重 负担 。 它 是 一 种 "不 象形 的 象形 字 ， 
不 谐 声 的 谐 声 字 " ,我 们 于 一 个 一 个 地 凭空 记 住 ,又 要 把 
那么 多 笔画 妥 爱 帖 帖 地 安排 在 一 个 不 到 一 主 米 见方 的 小 
格子 里 ,确实 不 容易 。 曾 迅 认为 ,汉字 的 难 写 难 记 , 是 阻 
挡 人 们 学 习 文 化 知识 的 一 条 "高 门槛 "," 单 是 这 条 门槛 ， 
悄 若 不 费 它 十 来 年 工夫 ,就 不 容易 跨 过 "。 这 话 一 后 不 
假 。 在 一 所 著名 的 综合 大 学 的 校园 里 ,我 不 止 一 次 地 将 
见 大 学 生 写 的 寻 物 启 " 示 ” ;我 们 的 电视 台 也 曾经 做 过 容 
易 读 错 的 字 " 的 专题 节目 。 这 些 , 不 都 表明 中 国语 言 文 字 
难 学 蚂 ? 

在 电子 计算 机 向 各 个 领域 渗透 的 今天 ,方块 字 这 个 
包 被 ,显得 更 加 沉重 。 计 算 机 用 拉丁 字母 的 组 合 与 人 区 


和 


a 


从 数学 裁 育 到 教育 数字 


流 信 息 , 根 其 方便 。 而 汉字 系统 呢 ,至 今 还 是 热门 的 研究 
课题 。 虽 然 有 一 个 个 巧妙 的 方案 脱 颖 击 出 ,但 实际 上 都 
要 占用 宝贵 的 内 存 。( 这 是 20 多 年 前 的 情形 f 。 由 于 信 
息 技 术 的 进步 ,汉字 输入 占用 的 内 存 , 已 不 在 证 下 。) 

方块 字 述 阻碍 了 我 国 与 世界 上 其 他 许多 国家 的 文化 
交流 。 中 国有 不 少 好 的 文学 作品 ,但 如 与 南 贝 尔 文学 奖 
无 缘 。 据 说 ,这 也 和 汉字 之 难 大 有 关系 。 

祖宗 给 我 们 留 下 这 份 宝 贯 的 文化 遗产 ,我 们 应 当 感 
激 。 但 是 为 了 继承 它 ,我 们 已 经 虚 拖 了 太 多 光阴 ,耗费 了 
太 多 金钱 ! 而 我 们 的 子 承 后代, 又 将 在 方块 子 上 比 人 家 
多 付出 多 少 劳动 啊 ! 

珍贵 的 遗产 ,同时 又 是 沉重 的 负担 。 


1.2 10 全 指头 不 如 8 个 指头 


珍贵 的 遗产 ,同时 又 是 沉重 负担。 这 种 现象 不 仅仅 
表现 在 方块 汉字 上 。 比 如 ,美国 的 一 位 著名 科普 作家 阿 
西 莫 夫 ,曾经 写 过 一 篇 文章 ,论述 英语 中 也 有 许多 单词 造 
得 不 合理 、 不 简洁 。 

为 了 减轻 语言 文字 现状 带 给 人 类 的 沉重 负担 ,有 识 
之 土 开 始 提倡 一 种 "世界 语 "。 这 种 更 方便 更 科学 的 新 
造 语种 ,一 百 多 年 来 ,得 到 越 来 越 广泛 的 支持 。 

为 了 司 珍 贯 的 遗产 传 到 下 一 代 手 中 时 更 易 使 用 和 理 
解 , 人 们 付出 了 艰辛 的 劳动 。 这 种 文化 改造 工作 很 艰难 ， 
国 为 当 人 人 们 发 现 " 遗 产 " 应 当 加 汶 改 造 时 ,往往 已 经 晚 了 。 

下 面 我 们 来 看 着, 除了 语言 文字 外 ,还 有 哪些 文化 遗 
产 既 "珍贵 "又 "沉重"。 


一 、 珍 贵 的 遭 产 ,沉重 的 仙 想 


在 这 些 珍贵 的 遗产 当中 ,最 基本 的 部 分 除 语言 文字 
外 ,和 改 怕 要 算数 学 了 。 看 看 十 进 制 记 数 法 吧 , 这 可 是 全 也 
界 人 民 的 共同 财富 。 它 比 起 古 埃 及 或 十 罗马 的 记 数 法 
来 ,不 知 要 高 明 多 少 信 。 但是, 它 是 不 是 就 尽善尽美 了 
呢 ? 
早 就 有 人 感叹 过 ,要 是 人 有 8 个 手指 而 不 是 10 个 就 
好 了 一 -一 国 为 八进制 对 于 电子 计算 机 束 说 要 比 十 进 制 方 
便 得 多 。 电 子 计算 机 用 二 进 制 数码 进行 实际 的 运算 {这 
在 今天 已 是 人 们 的 常识 了 ) ;而 八进制 与 二 进 制 之 间 的 相 
互 转换 易如反掌 。 这 里 有 一 张 表 , 它 记录 了 把 八进制 数 
译 成 二 进 制 数 , 或 把 二 进 制 数 译 成 八进制 数 的 通用 方法 ， 
八进制 二 进 制 
0 000 


110 
-一 一 一 11 
用 以 上 方法 ,我 们 可 以 方便 地 把 一 个 八进制 数 ,例如 
317{ 相 当 于 十 进 制 下 的 3x64+8+?=207}, 直 译作 人 011， 
001,111。 丢 掉 最 左边 的 0, 就 是 11001111。 反 过 来 ,二 进 
制 下 的 1010110, 自 右 向 左 ,3 个 码 一 组 ,看 成 001,010， 
1i10, 也 能 直译 成 八进制 下 的 126。 
可 是 ,你 要 把 十 进 制 数 207 译 成 二 进 制 , 试 试看 ,就 麻 
烦 得 案 。 你 要 反复 用 2 来 除 。 
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4 2| 207 ee 余 1 
3 ?| 103 os 余 ] 
ps 必 2| S| er 余 1 
二 2| 25 …… 侠 1 
忆 2 12 … 作 0 
6 0 
“ 2| 3 …… 余 1 
-人 1 
四 把 余数 自 下 而 上 写 出 来 是 :11001111。 而 从 八进制 下 的 


317 得 到 它 ,就 窒 易 得 多 。 
1.3 更 先进 的 数 制 


不 过 ,不 同 数 制 的 转换 也 不 是 什么 了 不 得 的 困难 ,在 
计算 机 里 , 略 施 小 技 , 就 能 解决 十 进 制 到 二 进 制 的 转换 问 
题 。 之 所 以 说 十 进 制 并 非 尽 善 尽 美 ,我 们 有 更 有 力 的 埋 
由 ;因为 还 有 有 比 十 进 制 记 数 法 更 优越 的 方法 。 

两 只 手 有 10 个 指头 ,一 只 手 可 只 有 5 个 指头 。 中 国 
算盘 里 上 珠 以 一 代 五 ,大 大 方便 了 运算 。 充 分 利用 这 5 
个 指头 ,能 造 出 更 好 的 记 数 法 来 。 

比方 说 ,我 们 可 以 删除 6,7,8,9 这 4 个 数码 ,只 留 下 
0,1,2,3,4,5{ 要 知道 ,关于 7,8,9 的 加 减弱 除 , 正 是 一 年 
级 小 学 生 觉得 最 难 的 )。 仍 然 是 十 进 制 ,但 记 数 时 加 减 并 
用 。 一 个 数码 顶 上 国 一 杠 表示 减 去 它 。 有 具体 来 说 ,0,1， 
2,3,4;5 的 写法 不 变 。 数 码 56 没 有 了 ,但 因为 6= 10 -4， 
所 以 5 可 以 写成 14 一 一 十 位 上 的 1 代表 10, 个 位 上 的 4 代 


一 、 登 喜 的 碍 产 , 污 重 的 负担 
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表 负 4。 照 此 处 理 ,7 写成 13,8 写成 12,9 写成 上 1 而 10 
还 是 10。 从 11 到 15 照旧 ,而 16 到 19 则 变 成 了 24.23、 
22.21。 类 似 地 ,27 是 33,81 是 121,97 是 103,104 仍 是 
104 ,7267 则 次 成 1 33 33。 

这 种 记 数 法 的 好 处 ,不 保 在 于 少 用 了 6,7,8,9 这 4 个 
数码 ,更 重要 的 是 运算 起 来 方 使 。 

有 人 详细 总 结 了 这 种 记 数 法 的 好 处 ,大 歼 有 以 下 6 

[1) 基本 的 加 减法 容易 多 了 ,因为 只 剩 下 以 内 的 加 
减法 。 

{2) 乘法 表 的 内 容 大 大 减少 。 如 果 不 算 1 的 乘法 ,就 
只 有 10 句 。 

{3) 学 会 加 法 也 就 学 会 了 减法 。 例 如 : 

524-233=524+233。 

这 样 ,代数 里 的 正 负 数 加 减法 就 融合 在 算术 运算 里 了 。 

(4) 由 于 正 负 抵消 ,连续 相 加 变 得 更 容易 了 。 上 比较 一 
下 这 两 个 算式 ,可 见 一 斑 : 


198 202 
245 245 
739 1341 
+ 和 入 之 +1322 
1864 = 2144 
左边 的 老式 算法 ,由 于 不 能 正 负 相 消 ,每 一 竖 列 相 加 时 者 


涉及 较 多 的 运算 。 

(5) 加 减 混合 运算 可 以 在 一 个 竖 式 里 进行 。 

(6) 四 合 五 入 的 规则 没有 了 ,取而代之 的 是 简单 的 
" 截 尾 ”"。 比 方 说 ,3.68 在 新 记 数 法 里 是 4. 32, 截 尾 之 后 
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注 六 潜入 狂 妆 联 设 期 帮 
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得 到 4. 3, 怡 好 是 3.7, 相 当 于 把 3.68 最 后 的 8 进 上 去 。 
而 3.64 是 4. 44, 截 尾 之 后 是 4. 4, 即 3.6。 

想 一 起 , 单 是 简化 习 法 表 , 就 能 使 孩子 们 提前 半 个 学 
期 学 会 乘法 。 此 外 ,由 于 记 数 法 本 身 和 正 负 号 紧密 地 联 
系 在 一 起 , 述 可 以 使 代数 变 得 更 容易 。 

可 岂 , 十 进 制 记 数 法 虽然 是 一 份 珍贵 的 遗产 ,同时 也 
是 沉重 的 负担 。 初 学 算术 的 孩子 ;也许 会 有 最 深刻 的 体 
会 吧 | 

尽管 早 在 1726 年 ,已 有 人 提出 以 上 介绍 的 这 种 加 减 
记 数 法 (就 在 这 一 年 ,英国 人 约翰 : 科 尔 森 向 英国 皇家 学 
会 介绍 了 这 个 系统 ) ,但 还 是 太 晚 了 。 因 为 世界 上 已 经 有 
太 多 的 人 学 会 了 现在 通行 的 十 进 制 记 数 法 。 要 改 ,将 涉 
及 整个 社会 ,要 过 到 不 可 克服 的 阻力 ,要 付出 展 大 的 民 
价 。 


1.4 辫 羊 补 牢 , 犹 未 为 上 晚 


现在 ,我 们 指 手 画 脚 地 大 痰 方块 汉字 的 缺点 ,大 谈 十 
进 制 记 数 法 的 不 完美 之 处 ,除了 能 显示 自己 比 古 人 高 朋 
之 外 ;又 有 什么 用 昵 ? 这 确实 是 "马后炮 "。 然 而 ， 亡 手 
补 牢 , 犹 未 为 晚 *, 既 然 当 不 成 事先 诸葛 亮 , 就 当 一 当 事 后 
诸葛 亮 吧 

我 们 是 否 应 当 仔 细 查 看 一 下 ,现在 我 们 千方百计 地 
教 给 孩子 们 的 许多 东西 当中 ,还 有 没有 这 样 的 "珍贵 遗 
睛 " 呢 ? 有 朝 一 已 我 们 会 不 会 罕 然 发 现 , 可 以 用 更 好 的 东 
西 取代 它 , 对 比 之 下 , 它 又 成 了 沉重 的 负担 昕 ? 

语言 文字 和 数学 是 最 基本 的 两 大 学 科 。 对 语言 文 


一 、 政 幅 的 昔 产 ,沉重 航 负 钨 


字 ,我 们 除了 接 党 诗人 遗产 之 外 ,办 法 不 多 ,只 有 小 改 小 
划一 一 比如 简化 字 、 汉 语 拼音 。 而 数学 教育 的 内 容 如 何 
改革 ;, 则 年 返 年 沫 世界 各 国 的 数学 家 初 数 学 玫 育 家 十 分 
关心 的 事 。 这 里 不 一 一 介绍 备 种 方案 的 基本 设想 和 实践 
的 优 劣 成 败 , 我 们 想 从 男 一 个 角度 提出 问题 -一 一 从 系统 
科学 的 观 后 看 ,数学 教育 的 内 容 能 不 能 进一步 "优化 " 呢 ? 

方块 汉字 的 产生 ,具体 因素 很 复杂 s。 但 有 一 总 可 以 
肯定 ,“ 仓 项 "人 和 们 那 时 没有 系统 科学 的 知识 ,不 懂得 信息 
论 , 造 字 时 缺乏 通盘 计划 ,没有 进行 优化 ”| 

十 进 制 的 现行 记 数 系统 , 它 的 产生 也 不 是 一 个 完 
自觉 的 过 程 。 没 有 谁 应 用 系统 科学 的 观点 ,对 它 进行 " 优 


ma 
[| 


随 着 科学 技术 的 发 展 ,数学 正 迅 速 地 向 其 他 学 科 滩 
特别 困难 ,就 像 现 在 我 们 想 改 车 方块 字 、 改 车 记 孝 系统 那 
样 。 

板 紧 吧 ,现在 还 来 得 及 | 
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二 、 国王 问 欧 几 里 得 提出 的 请 求 


2.1 第 一 部 几何 教科 书 


据说 ,世界 上 再 版 次 数 最 多 、 流 传 最 广 的 书 ,除了 圣 
经 之 外 ,就 要 数 欧 几 里 得 的 (几何 原本 》 了 。 圣 经 的 流 
依靠 宗教 的 力量 ,而 《几何 原本 》 的 历久 不 衰 靠 的 是 它 在 
科学 上 的 卓越 成 就 。 

《几何 原本 》 把 当时 人 类 所 掌握 的 相当 丰富 ,但 杂乱 
无 章 的 几 他 知识 熔 于 一 炉 , 铸 成 了 一 个 空前 严整 的 科学 
体系 。 这 在 人 类 认识 世界 的 历史 上 实 为 一 人 创举 。 同 
时 《几何 原本 } 又 以 它 无 可 争辩 的 威望 ,自然 而 然 地 成 为 
几何 课程 的 第 一 部 教材 ,占领 中 学 几何 课堂 两 千 多 年 而 
历久 不 衰 。 如 今 , 初 中 的 几乎 课本 唱 大 有 删改 ,但 不 外 平 
是 (几何 原本 》 的 变形 或 缩影。 

事实 表明 , 欧 几 里 得 真是 一 箭 双 雕 。 因 为 《几何 原 
本 ) 不 仅 在 科学 领域 是 成 功 的 ,在 教育 领域 也 是 成 功 的 。 
它 把 生动 直观 的 图 形 与 严密 的 论证 紧密 结合 起 来 , 出 发 
点 简明 而 无 可 争辩; 特别 是 它 还 给 学 生 提供 了 丰富 多 彩 ， 
二 | 而 且 几 平 是 从 易 到 难 任何 一 级 难度 的 习题 ,从 而 激 起 学 
避 证。 生 学 习 几何 的 高 度 兴趣 ,甚至 产生 如 痴 如 醇 的 感觉 ,这 是 
其 他 任何 课程 都 无 法 比拟 的 。 


二 、 国 王 向 奈 几 时 得 所 出航 诗 飞 


2.2 国王 的 请 来 


欧 几 里 得 的 几何 体系 也 并 非 完 美 无 献 。 经 过 人 们 两 
干 多 年 的 探讨 ;最 后 由 希 尔 伯 特 这 位 数学 县 匠 , 弥 补 了 它 
逻辑 上 的 漏洞 。 希 尔 伯 特 于 法 之 高 明 , 几乎 达到 了 无 可 
指 搞 的 地 步 。 但 在 教育 万 面 全 今 仍 元 多 大 改观 。 由 于 欧 
几 里 得 几何 体系 本 身 的 不 足 , 使 得 几何 课程 仍 让 中 学 数 
学 教师 和 学 生 感 到 棘手 。 

有 这 么 一 个 故事 :上 古 埃 及 的 一 位 国 主 托 勒 密 , 曾 向 欧 
几 里 得 学 几何 。 国 王 被 一 连 囊 的 公理 、 定 义 、 定 理 弄 得 
头 银 脑 涨 , 便 向 欧 几 里 得 请 求 道 : 亲爱 的 欧 几 里 得 先生 ， 
能 不 能 把 您 的 几何 弄 得 简单 一 些 呢 ?这 位 伟大 的 学 者 严 
肃 地 回答 说 :" 几何 无 王者 之 路 | 

人 们 常常 是 怀 闭 对 欧 几 里 得 的 钦佩 之 情 与 对 阅 王 的 
购 巩 之 莫 谈 起 这 个 故事 。 但 是 ,我 倒 想 莹 这 位 国王 说 几 
句 话 。 

作为 学 生 , 总 是 带 望 老师 能 把 课 讲 得 精彩 些 、 明 白 
些 , 总 是 希望 教科 书 编 得 更 容易 看 异 。 在 这 一 点 上 :国王 
的 要 求 , 正 是 道 出 了 两 干 多 年 来 几何 教师 和 学 生 们 的 心 
声 。 几 何 难 学 ,已 是 一 个 不 争 的 事实 。 关 于 初等 几何 学 
习 方法 、 教 学 方法 、 解 题 方法 的 书 , 出 了 一 本 广 一 本 ,种 类 
与 数量 之 多 ,与 几何 训 的 课时 不 成 比例 ! 这 一 切 都 坦 朋 ， 
几何 是 一 门 公认 的 难 学 的 课程 。 初 中 生成 绩 分 化 ,也 营 
常 先 在 这 门 课 上 表现 出 来 。 


六 六 兴 扒 尖 认 玉 拉 央 且 
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2.3 难 在 何 处 


为 什么 难 学 昵 ? 几何 学 是 讲 空间 形式 的 。 是 空间 形 
式 本 身 难 于 认识 ,还 是 欧 几 里 得 的 体系 不 驶 好 ,把 本 来 容 
易 认 识 的 东西 讲 难 了 呢 ? 

对 于 客观 世界 的 空间 形式 ,我 们 奈何 它 不 得 。 所 以 ， 
我 们 的 改革 只 有 了 从 欧 几 里 得 的 体系 本 身 寻 找 原 因 , 挑 老 
先生 的 毛病 | 

学 习 一 门 课程 ;好 比 游 览 一 个 城市 ;课程 的 逻辑 体 
系 ,就 好 比 城市 的 交通 系统 。 好 的 交通 系统 ,应 当 有 " 放 
射 型 "的 交通 中 心 。 交 通 中 心 应 该 四 通 八 达 , 找 到 它 , 我 
们 到 哪 此 都 方便 。 而 欧 几 里 得 的 几何 体系 又 怎么 样 昵 ? 
它 没 有 一 个 突出 的 中 心 ,没有 一 修 能 让 学 牛人 以上 梧 全 局 的 
制高点 。 之 的 逻辑 结构 是 冲 联 式 而 不 是 放射 型 的 。 & 几 
何 原本 》 的 每 一 节 都 那么 重要 ,任何 一 部 分 没 学 好 , 往 前 
走 的 路 就 断 了 ,这 就 是 串联 式 罗 辑 结 枸 的 特征 。 酌 几 生 
得 把 我 们 引进 了 一 座 精 巧 雅 致 的 古代 园林 ,这 儿 有 目 不 
暇 接 的 美景 , 却 没 有 简单 明了 的 交通 指南 。 你 不 知道 哪 
里 才 是 通 往 园林 各 个 角落 的 中 心 扣 , 只 有 小 心 到 到 地 跟 
在 这 位 老 向 导 的 后 面 , 沿 着 一 条 曲 曲 折 扩 的 ; 个 符 但 属 用 
曲 。 稍 不 留 心 ,就 会 迷路 | 

欧 几 里 得 体系 的 又 一 个 令 人 头痛 的 问题 ,是 它 没有 
提供 一 套 强 有 力 的 .通用 的 解 是 方法 。 我 们 学 会 了 加 减 
乘除 ,就 会 算 很 多 算术 题 ;学 会 了 解 二 元 一 次 方程 组 ,就 
能 解 大 量 方程 式 应 用 题 。 但 几何 与 算术 、 代 数 不 一 标 , 尽 
管 我 们 学 了 一 堆 几 人 和 何 定理 ,仍然 会 在 一 些 其 实 并 不 难 解 
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二 、 国 王 向 恕 几 里 得 失 出 的 请 表 


的 开 何 习题 面前 束手无策 。 这 是 为 什么 呢 ? 其 实 道理 也 , 
很 简单 , 欧 几 里 得 给 我 们 的 基本 解 题 工具 ,主要 是 全 等 三 
角形 和 相 忆 三 角形 ;前 许多 题 自 里 出 坝 的 图 形 ,并 不 包含 
这 些 。 要 用 上 它们 ,往往 要 画 辅 助 线 。 可 怎样 囊 辅 助 线 ， 
需要 想像 与 创造 。 所 以 说 欧元 里 得 给 我 们 的 几何 ,不 仅 
是 数学 ,更 是 艺术 | 

开 何 学 时 然 已 有 两 干 多 年 的 历史 ,但 就 解 题 方法 而 
言 ,直到 20 世纪 品 年 代 , 它 仍 停留 在 "一 题 一 法 "的 水 平 
上 。 

整个 数学 教育 是 个 大 系统 ,所 和 何 教学 是 其 中 的 一 个 

子 系 统 。 它 和 大 系统 匹配 得 如 何 呢 ? 它 有 没有 充分 利用 
大 系统 为 它 提供 的 环境 支持 呢 ? 它 有 没有 为 大 系统 尽 可 
能 多 地 作出 自己 的 贡献 呢 ? 

欧 几 里 得 为 我 们 留 下 一 个 美丽 但 相对 封闭 的 花园 。 
有 人 把 欧 氏 几何 比 作 一 颗 没 有 上 串 填 金 线 的 珍珠 。 它 既 不 
以 小 学 生 们 掌握 的 几何 知识 为 发 展 基 地 ,又 不 用 代数 所 
提供 的 关于 方程 式 的 知识 作为 解 题 的 锐利 武器 。 它 拥有 
丰富 的 习题 ,但 并 不 准备 为 姐妹 课程 -一 -代数 提供 复习 、 
巩固. 提高 的 再 武之 地 。 它 更 没有 了 撞 示 我 们 解析 开 何 与 
高 等 数学 即将 出 现 。 这 一 切 确实 令 人 遗憾 。 


2.4 眼光 向 前 


这 一 切 ,当然 不 能 怪 欧 几 里 得 。 三 角 法 的 出 现 比 欧 
开 里 得 腊 几 正 年 ;代数 里 的 字母 运算 ,是 得 欧 姜 里 得 之 后 
一 干 多 年 才 出 坝 的 ;他 更 不 知道 实数 。 所 以 , 欧 几 里 得 元 
平 是 赤 手 空 源 对 付 画 前 的 一 堆 资料 。 
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说 句 公道 话 , 欧 凡 里 得 已 经 干 得 很 出 色 了 。 他 确实 
给 我 们 留 下 了 一 份 珍贵 的 遗产 。 我 们 刚才 挑 毛病 ,并 不 
是 为 了 责备 古人 ,而 是 为 了 给 自己 提出 要 求 一 一 如 和 何 使 
广大 中 学 生 更 容易 继承 这 份 遗 产 ,学 好 几何 。 

虽然 两 千 多 年 前 那 位 国王 的 请 求 被 殉 内 里 得 拒绝 
了 ,但 今天 ,在 我 们 拥有 了 更 多 知识 , 比 欧 几时 得 站 得 
高 .看 得 更 远 的 情况 下 ,国王 的 希望 一 一 也 就 是 广大 中 学 
生 的 希望 ,能 不 能 在 我 们 手中 成 为 现实 昵 ? 
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三 ,要 什么 样 的 几何 载 材 


三 、 要 什么 样 的 几何 教材 


3.1 几何 数学 教育 改革 的 热点 

如 何 改 造 平面 几何 ,是 中 学 数学 教改 争论 的 焦点 之 
- 。 自 1960 年 代 以 来 ,这 个 问题 引起 了 广泛 的 ,世界 性 的 
争论 。 国 内 外 的 数学 家 和 数学 教育 家 们 都 付出 过 相当 大 
的 努力 ,但 至 今 没有 显著 成 效 。 

几何 ,在 数学 中 占有 举足轻重 的 地 科 。 历 史上 ,数学 
科学 首先 以 几何 学 的 形式 出 现 。 几 何尝 提 出 的 问题 ,请 
恬 出 一 个 丸 一 个 重要 的 数学 观念 和 有 力 的 数学 方法 。 在 
现代 ,几何 学 正 趋 于 活跃 与 复兴 。 它 的 方法 和 和 分析 的 、 代 
数 的 .组 合 的 方法 相辅相成 ;扩展 着 人 类 对 数 与 形 的 认 
识 。 

如 果 我 们 把 数学 比 作 美 丽 的 大 花园 , 那 几何 学 就 是 
这 花园 门 前 五 彩 缤 纷 的 花坛 和 晶 荣 夺目 的 喷泉 , 它 吸引 
着 更 多 的 人 来 了 解数 学 、 研 究 数 学 。 对 于 青少年 学 生来 
说 ,几何 能 够 同时 给 他 们 提 殿 生动 直观 的 图 懈 和 严谨 的 
逻辑 结构 ,这 非常 有 利于 开发 他 们 大 脑 两 个 半球 的 潜力 ， 

高 学 习 效 率 , 完 善 智力 发 展 。 

因此 ,怎样 处 理 好 几何 ,成 为 数学 教育 改革 成 败 的 关 

键 之 一 ,也 是 突出 的 难点 之 一 。 
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和 


以 着 学 裁 育 到 坷 育 关 学 


3.2 欧 几 里 得 深 眉 ? 


2 世纪 抑 年 代 , 国 外 有 一 批 热心 改革 的 数学 家 和 数 
学 教育 家 ,发 起 了 一 场 亡 台 齐 烈 的 "新 数学 "运动 。 但 是 ， 
他 们 的 改革 未 兔 走 了 极 问 。 例 如 , 闭 名 的 法 国 数学 家 狂 
东 尼 其 至 提出 了 " 欧 几 里 得 滚 蛋 "的 口号 ! 他 们 的 想法 是 
用 向 量 运算 来 取代 欧 氏 几何 ,结果 过 到 了 挫折 。 

有 人 说 新 数学 运动 以 失败 告终 ;有 人 人 则 反对 这 种 说 
法 ,认为 不 算 失 败 。 不 管 怎么 说 ,反正 是 进行 不 下 去 了。 
为 什么 没有 成 功 昵 ?也 许 , 从 事 这 一 运动 的 数学 家 和 数 
学 教育 家 们 ,没有 真正 弄 清楚 欧 几 里 得 体系 能 够 占领 谍 
堂 两 干 多 年 的 原因 吧 ! 他 们 想 简 单 地 切断 历史 ,让 中 学 
生 从 上 一 代 人 的 终点 开始 ,尽快 地 归 取 近代 其 至 现代 数 
学 的 成 就 。 续 果 表 明 , 这 只 是 一 须 情 愿 的 展 好 愿望 。 人 
的 认识 过 程 是 有 客观 规律 的 。 我 们 很 难 期 望 用 数学 家 的 
领情 来 代替 中 学 生 的 领悟, 更 不 能 期 望 中 学 生 跳 过 一 系 
列 的 认识 发 展 阶段 , 喜 达 现代 数学 的 大 门 。 

由 于 新 数学 运动 遇 到 了 挫折 ,“ 回 到 基础 "的 蝇 号 又 
被 提出 来 了 。 欧 几 里 得 的 一 套 理论 ,经 过 不 太 大 的 可 坊 
修补 ,又 加 到 了 课 蔚 。 几 何 难 学 ,仍然 是 个 问题 。 珍 贵 的 
遗产 ,依然 是 沉重 的 负担 。 


3.3 ”对 新 教材 的 要 求 


应 当 怎 么 办 电 ? 
笔者 认为 ,应 当 从 数学 教育 这 个 大 系统 的 全 局 需要 
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三 、 要 什么 桩 的 邦人 师 坟 机 


来 提出 对 几何 教材 的 要 求 ,应当 建 立 起 更 合理 .更 容易 学 
习 , 能 够 和 欧 几 里 得 体系 相 竞 争 , 且 趾 以 豚 引 学 生 的 几何 
体系 。 

那 什 么 叫 更 合理 ? 您 么 个 容易 学 习 法 ? 应 当 提 出 有 具 
体 的 要 求 。 

首先 , 它 应 当 直观 .生动 ,内 容 丰 富 , 像 原 来 教材 那样 
有 浓厚 的 趣味 。 它 应 当 也 有 从 易 到 难 的 丰富 的 练习 题 ， 
并 且 用 引人入胜 的 方法 ,引导 学 生 学 会 解决 一 系列 有 足 
够 难度 的 题目 , 包 擂 一 些 古 典 名 题 。 否 则 , 它 对 学 生 就 没 
有 足 铝 的 豚 引 力 ,就 厅 足 以 和 欧 几 里 得 体系 竞争 。 

其 次 ,在 逻辑 结构 上 , 它 应 当 有 有 明确 的 中 心 , 有 倚 妥 
全 局 的 制高点 。 一 旦 学 生 控 制 了 这 个 中 心 , 便 能 从 这 里 
出 发 , 沿 着 和 皇 状 的 交通 线 , 到 达 平 面 几何 的 各 个 部 分 , 解 
决 各 类 平面 几何 的 问题 。 

再 有 , 它 应 当 提 供 有 通用 效能 的 解 题 方法 与 解 题 模 
式 , 应 当 兼 有 几何 的 真 观 性 和 代数 的 简洁 性 , 像 堂 标 法 那 
样 有 章 可 循 , 又 像 综合 法 那样 耐人寻味 。 

另外 ,和 在 和 其 他 数学 课程 的 关系 上 , 它 应 当 胆 前 碳 
后 , 臣 严 " 左 邻 右 舍 "。 小 学 时 ,学 生 已 有 一 些 几 何 知 识 
了 ,怎么 充分 利用 这 些 知 识 呢 ? 中 学 时 ,学 生 已 学 了 一 些 
代数 方程 式 , 它 在 几何 领域 能 不 能 成 为 有 效 的 工具 呢 ? 
再 过 几 年 ,学 生 要 学 解析 几何 与 微 积 分 了 ,能 不 能 让 他 们 
对 高 等 数学 的 来 临 有 所 准备 呢 ? 如 黑 能 让 学 生 感 到 初等 
数学 在 向 前 发 展 时 ,必然 孕育 着 新 的 学 科 , 那 么 他 在 学 习 
了 高 等 数学 之 后 ,会 回 昧 无 穷 地 体会 到 :这 一 段 中 学 的 几 
何 课程 ,让 他 爱 瘟 菲 浅 | 

我 们 所 期 望 的 新 教材 ,推理 手法 应 当 是 简洁 的 。 看 
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本 
路 . 
二 


众 识 学 裁 育 到 截 育 数学 


要 获得 同样 的 结论 , 它 的 逻辑 步骤 应 当 比 欧 几 里 得 体系 
大 为 减少 。 它 当然 也 应 该 是 严密 的 ,应 当 有 自己 的 公理 
体系 作为 后 盾 。 

如 果 仅 仅 满 足 于 现 有 的 煞 尝 材料 ,仅仅 用 做 拼盘 的 
方法 ,是 弄 不 出 这 样 的 新 教材 的 。 只 有 数学 冢 和 数学 教 
育 察 们 协力 创造 ,才能 促 便 这 样 的 教材 证 生 。 

但 是 ,前 鹿 的 要 求 是 不 是 过 于 苛刻 了 呢 ?” 就 像 一 个 
方程 组 ,如 果 条 件 要 求 得 多 了 ,很 可 能 无 解 。 我 们 会 不 会 
陷入 无 解 前 绝境 呢 ? 

我 们 无 法 教条 式 地 作出 预言 ,我 们 也 不 应 让 可 能 无 
解 " 前 疆 梦 永 缚 自己 的 手脚 。 向 前 进 ,你 就 会 产生 信念 ! 
让 我 们 着 看 几 个 具体 方案 ,从 中 汲取 一 点 信心 和 勇气 吧 ! 
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四、 抓 住 面 千 ,开门 见 出 


四 、 抓 住 面 积 , 开 门 见 山 


这 一 节 里 ;我 们 推出 一 个 改革 几何 教材 的 方案 ;从 面 
积 出 发 ,引入 三 角 , 迅 速 展开 。 


4.1 面积 法 一 一 古老 的 证 题 工具 


几何 学 的 产生 , 源 于 人 们 对 土地 面积 的 测量 需要 。 
这 样 的 故事 已 经 为 人 所 熟知 :在 十 埃及 ,尼罗河 每 年 要 泛 
小 一 次 。 洪 水 给 商 岸 的 田地 带 来 了 肥沃 的 淤积 泥土 ,但 
也 抹 掉 了 田地 之 间 的 界线 标志 。 水 退 了 ,人 们 要 重新 画 
出 田地 的 界线 ,就 必须 再 次 丈量 、 计 算 田 地 的 面积 。 年 复 
一 年 ,人 们 就 积累 了 最 基本 的 几何 知识 。 

这 样 ,几何 学 从 一 开始 便 与 面积 结 下 了 不 解 之 绿 。 
就 连 英 语 中 的 几何 "Geometry" 的 字 头 "geo-", 也 含有 “ 土 
地 ”之 意 。 而 且 , 辐 积 很 早 就 成 为 人 们 认识 几何 图 形 性 质 
与 证 明 几 后 定理 的 工具 。 

公 股 定理 ,这 个 被 誉 为 “几何 的 基石 "的 重要 定理 , 它 
的 被 发 现 与 被 证 明 , 不 管 是 在 中 国 , 还 是 在 古 希 腊 , 都 与 
面积 有 关 。 - 

勾 股 定型 斋 : 在 直角 三 角形 中 ,两 直角 边 的 平方 之 和 
等 于 斜 边 的 平方 。 而 我 国 古 代 把 直角 三 角形 较 短 的 直角 


了 7 


Li To 
a 


从 数学 裁 育 到 栽 育 的 学 


边 叫 * 勾 ”, 较 长 的 实 角 边 叫 " 股 , 兰 边 叫 " 弦 "。 于 是 ,多 
股 定理 便 被 叙述 为 : 色 方 加 有 最 方 等 于 蓄 方 。 这 也 是 勾 股 
定理 名 称 的 由 来 。 

勾 股 定理 的 证 法 ,多 过 300 余 种 。 一 个 最 古老 的 精彩 证 
法 ,出 自我 国 古代 无 名 数学 家 之 手 。 我 们 不 妨 来 鉴 党 一 下 : 

色 股 定理 证 法 之 一 

如 图 4- ,4 个 同样 大小 
的 直角 三 角形 的 铬 边 , 围 成 了 
一 个 正方 形 。 它 们 的 直角 边 ， 
围 成 了 一 个 更 大 的 正方 形 。 
(为 什么 ?] 

由 题 意 , 太 正方 形 面积 

SIi=iu+b), 

小 正方 形 面 积 


2 
S17=0 


图 4 
2 而 直角 三 角形 面积 


当然 有 
S| = 9 +49A， 


2 {a+b)’ =e +2abo 
展开 整理 之 后 , 便 得 a* + 了 =e 。 国 

这 种 证 明 方 法 影响 很 广 ,变种 极 多 。 下 面 只 介绍 两 
个 有 趣 而 简洁 的 证 法 v 

名 股 定理 证 法 之 二 

把 两 本 大 小 一 样 的 书 , 一 横 一 竖 并 排放 在 一 起 , 像 
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四 、 抓 住 曾 禄 ,开门 风 山 
加 ee > 


图 4-2 那样 。 
方面, 梯形 4CDG 的 面积 , 按 梯 形 面积 公 式 来 算 应 当 是 


Scoc = 于 (46+ DPC) x AC = 天 (e+ 6 


另 一 方面 ,这 个 梯形 可 以 分 
割 成 3 个 三 角形 ,和 4BC、 
入 BCD、 入 GBD。 我 们 注意 


到 GBD 是 直角 , 便 知 道 这 
3 个 三 角形 的 面积 顺 次 是 


六 四、 广 吧 方 02。 因而 得 到 图 4-2 
1 :lop+ lat+le 
7 (a+é) = 了 + 了 Wt， 
整理 一 下 , 售 是 a +b =eo 国 


这 个 证 法 是 美国 第 20 届 总 统 加 菲尔德 的 杰作 。 细 
心 的 读者 会 发 现 :把 图 4-1 沿 虚线 剪 掉 一 半 , 中 国 的 古 
老 证 明 就 变 成 了 加 菲尔德 的 证 明 ! 

从 图 4-2 的 "两 本 书 " 还 可 以 演化 出 一 个 更 简洁 


证 明 。 

勾 股 定理 证 法 之 三 

如 图 4 -3, 冲 四 边 形 4CFE 可 以 分 割 成 两 个 等 腰 直 
角 三 角形 ; 从 ABE 和 E 及 


六 FBCo 两 者 的 加 积分 别 
是 了 a 和 地 如 ， 即 


1 
Dice 一 Te 十 可 。 
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上 凡 霓 学 才 育 到 坟 育 疹 学 


男 一 方面 ,这 个 四 边 形 及 可 以 分 割 成 A AFE 和 入 AFC。 
前 者 面积 等 于 了 4F x EM ,后 者 面积 等 于 47 x MC ,这 
是 因 汶 直线 由 1 全 (为 什么 ?) ,而 点 时 是 三 足 。 所 以 ， 


AF x EWM + TAF x We 


和 
Dewe = 


立刻 导出 a +b =ec'o 口 

从 色 股 定理 的 这 几 个 证 法 ,可 以 归纳 出 面积 方法 的 
一 个 基本 模式 ;用 不 同 的 办 法 求 出 同一 块 面 积 ,得 到 一 个 
等 式 ,再 从 这 个 等 式 推出 所 要 的 结论 。 这 很 像 列 方 程式 
解 应 用 题 。 面 称 ,把 几 柯 与 代数 沟通 起 来 了 。 


4.2 面积 一 -一 数学 里 的 多 面 手 


请 看 图 4 -4, 它 直观 地 说 明了 恒等式 
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加 、 抓 侍 面积 ,开门 见 出 


(a+b) =a t+2ah+ho 
而 图 4 - 5, 则 生动 地 告诉 了 我 们 另 一 个 有 用 的 恒等式 
刀 
不 是 吗 ? 大 正方 形 w* 去 掉 小 正方 形 ,得 到 商 个 梯形 。 
每 个 梯形 的 而 积 恰好 是 地 (x + y) {x - yj。 图 4-6 则 明 
明白 白地 列 出 恒等式 y x 


(ty) ”op 
xy 


因为 {x - yi> 0, 顺便 还 得 到 不 
等 式 wy | 
(x+y) 4xyo 

化 简 后 就 是 非常 有 用 的 不 等 式 
x + 入 区 2 对 
刚才 这 几 个 例子 比较 初等 ,所 以 你 也 许 会 想 ,面积 只 
能 用 来 表示 那些 最 简单 的 关系 吧 ! 现在 看 看 图 4 ~ 了 ,一 
块 阶梯 形 面 积分 成 几 个 竖 直 的 矩形 , 它 的 面积 表示 为 
G1 + od 十 Gb3 + 本 和 而。 
如 果 分 成 几 个 水 平 的 矩形 ,就 成 了 
a tb — bl+ia + a}(b,— 6,) 


a 
= 


图 4-5 


+ (at+at oa)jfib hj)+(tatrat a t+ da)b,o 
也 就 是 说 ， 
Pr + mb; + ods + bs 
=a{b Bb)+{a+a){(b,— $5,) 


+{tataata){lb -b+[(a+a t+ a+a)bo 
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从 数学 才 育 到 裁 育 数学 


1 +H2 + 


| 十 Hz 二 0 十 下 


图 4-7 
这 不 正 是 数学 分 析 里 研究 级 数 时 常用 的 " 阿 贝 尔 变 换 恒 
等 式 " 吗 ? 
悉 高 等 数学 的 读者 ,不 妨 再 来 看 看 下 面 这 个 难度 
更 大 的 例子 。 这 是 一 道 研 究 生 入 学 试题 。 
题 :求证 不 等 式 


2 2 1 ;3 
| e dzdy < 2| ©: dxo 
2 1 
下 + 六 二 于 


我 们 容易 想到 把 要 证 的 不 等 式 两 边 平方 ,转换 成 一 
个 等 价 的 不 等 式 
[| ec dxdy < 4| ”dx . fed 


2 2 4 
工 + 攻守 
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四 、 蔬 住 面 千 , 开 门 光 山 


i 


ir 2 2 有 本 
一 4| | 已 “7 dxdyeo -i 3 
0 用 本 四 “”- 


图 4-8 
这 里 只 要 甬 出 图 来 ,问题 便 迎 妨 而 解 。 如 图 4 -8, 半 


径 为 / 全 的 加 的 面积 从 为 4, 即 等 于 正方 形 4BCD 的 面 


积 。 不 等 式 左边 是 函数 ee '” 在 圆 域 上 的 积分 ,而 右边 是 
同一 个 函数 在 正方 形 域 48CD 上 的 积分 。 正 方形 有 4 个 
角 域 在 圆 外 ,而 圆 有 4 个 弓形 在 正方 形 之 外 。 当 然 ,一 个 
角 域 的 面积 正好 等 于 一 个 弓形 域 的 面积 。 因 为 函数 


ec 关于 x + 递增 ,所 4 
以 角 域 上 的 泪 数 值 至 少 是 Cs 


We 


cf ,而 弓形 域 上 函数 值 至 多 
是 ex 。 至 此 ;水 落石 出 。 


面积 还 能 用 来 说 明 三 
角 恒 等 式 或 三 角 不 等 式 。8 
例如 图 4_9 便 说 明了 和 化 
积 恒等式 : 图 4-9 
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站 


= 


从 数学 才 育 到 才 育 数学 


sina + sing = 2sin os 全。 {4.2.1 


道理 是 这 样 的 : 设 等 腰 三 前 形 的 项 角 4 = e+P, 腰 长 
为 1; 底 边 上 的 高 AD 为 下。 在 底 边 上 取 一 点 时 ,连结 
di , 设 df = 并 使 
BAM=a, A MAC= 8 
不 妨 设 & 宇 8, 则 


LBAD=3 (a +8), LDAM= 5la- B)e 
一 方面 ,入 ABC 的 面积 ?了 是: 


AABC = AABM + A ACH = 3 (sina + sin8]。 


{4.2.2) 
另 一 方面 ， 
A ABC = 广 BC x AD 

= 让 有 sin BAD x lecose DANM 
= lsin 和 了 cos “上 。 (4,.2.3] 
DD 由 (14.2.2) 与 (4.2.3), 便 可 

. 得 恒等式 (4.2.1}。 

图 4-10 中 ,04 是 以 
0 为 圆心 的 单位 圆 的 半径 ， 
4 是 这 个 单位 图 的 切线 ， 
0 4 OD 交加 0 于 8B。 一 有 眼 就 能 
图 4-10 置 出 ,扇形 O48B 的 面积 小 于 


他 为 简便 ,我 们 用 记号 六 4B6 同时 表示 入 .8C 的 面积 。 


西 、 阁 从 面积 ,开门 时 出 


六 O04D 而 大 下 入 04B。 若 用 x 表示 一 408 的 弧度 ,有 
] 
2 
1 


而 扇形 048 的 面积 是 -3 *, 于 是 马上 得 到 不 等 式 ， 


sinx ;yA DAD = Lianxo 


A B= 本 


. A 
Sinx < x < tanx [o< xz< 王 | 。 


这 个 不 等 式 一 般 被 用 来 推导 重要 的 极限 


SINn% 
lim——=1, 
zr + 全 汉 


如 时 说 不 等 式 sinx < x <tanx 太 普 通 的 话 , 我 们 再 来 
看 一 个 较 不 平凡 的 不 等 式 。 
题 : 如 果 0< 弟 2 加 | 台 


TT 卡 : 下 4 
本 ,求证 : 


tanx, tanxy 
be = 


刁 
党 1 Eh 


图 4- 11 就 是 这 个 不 等 
式 的 解释 。 设 直角 三 角形 
OAC 中 一 4= 900°, /CO4 = 
xio 在 4C 上 取 喇 ,一 BO4 = 
zo 以 虽 为 图 心 , 08B 为 半 
径 作 回 , 交 DC 于 万 , 交 04 的 延长 线 于 忆 , 则 得 


tanx) _ 人 04C _ 全 08C 、， 鹿 形 08D 面 积 
tanx, ™ A OAB A O48 扇形 088 面 积 


图 4-11 


和 
+ 并 二 和 和 口 
bE 和 


在 解析 几何 里 ,面积 也 能 帮 上 人 忙 。 
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从 数学 裁 育 到 裁 育 数学 


图 4-12 男 的 是 直角 坐标 系 里 的 一 条 直线 1 人 它 交 
三 .了 轴 于 4fa:0)1 和 BI0,4b]), 取 } 上 一 点 币 {x,y), 有 


图 4-12 
A DEN + A ON = A 0AB, 


1 1 ] 
记 上 + 万 多 = 林 吧 。 


两 边 同 时 除 以 广 吗 ,得 到 
四 
这 不 就 是 的 " 截 距 式 " 吗 ? 
用 不 着 列举 更 多 的 例子 了 。 
利用 面积 ,我 们 可 以 建立 面积 坐标 ,自然 地 进入 解析 几 
何 。 而 商 积 坐标 ,本 质 上 已 包含 了 管 卡 儿 坐标 、 仿 射 华 标 、 
射影 坐标 ,这 就 为 学 习 更 高 深 的 几何 埋 下 了 伏笔 。 
学 会 了 计算 多 边 形 和 圆 的 面积 ,自然 会 想到 去 计算 


中 


| 
ll 
Jp 
b 
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古 、 才 人 竺 面积 ,开门 见 出 


曲线 包围 的 图 形 的 面积 。 这 就 会 引出 极限 概念 ,引出 定 
积分 概念 ,自然 而 然 地 就 把 学 生 带 进 了 高 等 数学 的 大 门 。 
此 外 , 微 称 分 里 用 得 最 多 的 三 角 函 数 与 对 数 函 数 ( 指 数 函 
数 ), 都 可 以 用 面积 给 出 易于 理解 又 便于 推导 的 定 


Le 
入 高 等 数学 中 ,面积 以 和 名 种 形式 出 现 。 面 税 是 积 


分 ,是 测度 ,是 外 微分 形式 ,是 向 量 的 外 积 , 也 是 行列 
式 。 

抓 住 面积 ,从 小 学 到 大 学 的 数学 内 容 就 可 以 一 线 相 
捍 。 抓 住 面 榴 ,结合 代数 与 三 角 来 展开 初等 几何 ,就 极 有 
项 望 提供 一 种 比 传统 几何 教材 更 易学 .更 生动 丰富 的 几 
何 教材 ,提供 一 种 足以 和 欧 几 里 得 体系 争 村 课堂 的 几何 
教材 。 


丰富 的 素材 有 了 ,主题 思想 有 了 , 现 在 需要 的 就 是 具 
体 的 结 栓 。 
4.3 一 个 开门 见 山 的 体系 


小 学 生 都 知道 ,和 矩形 面 可 等 于 长 乘 宽 , 即 5= ab。 这 
个 公式 是 由 图 4- 13 直观 得 到 的 。 


图 4-13 
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只 数学 产 育 到 产 育 数学 


设想 上 图 是 用 木 条 和 和 钉子 做 成 的 框架 。 一 不 小 心 ， 
框架 变 伴 了 {如 图 4- 14), 于 是 矩形 变 成 了 平行 四 边 形 ， 
小 正方 形变 成 了 小 萃 形 ,面积 公式 也 就 变 成 了 如 下 形式 ， 


图 4- 计 
图 中 的 5, 代表 一 个 边 长 为 1、 夹 角 为 e 的 小 黄 形 的 面积 ， 
我 们 拟 要 讲 的 这 个 体系 ,就 靠 这 个 小 邯 形 起 家 。 
定义 4.3,1 边 长 为 1, 有 一 个 角 为 a 的 芳 形 的 面积 ， 
叫做 角 a 的 正 纹 , 记 作 snz=83。 当 ma 为 加 或 180" 有 时， 


sina = (Qo 

用 这 种 办 法 ,我 们 可 以 单刀 直入 地 引入 正弦 三 角 沼 
数 的 直观 定义 。 虽 然 这 样 定义 有 点 古怪 ,但 用 起 来 很 方 
便 。 由 于 把 正弦 规定 为 一 个 确定 的 面积 ,而 不 是 难以 捉 
摸 有 的 " 比 ", 这 个 定义 就 会 容易 理解 一 些 。 

按 定 义 , 我 们 马上 可 以 导出 正弦 函数 的 基本 性 质 。 

正弦 基本 性 质 1 对 于 0e< 近 gw 扫 180*,sina 有 定义 且 
非 负 ,你 当 w = 0 或 az =1805 时 , 才 有 sina =0。 

正弦 基本 性 质 2 sin90* = 1。 

这 是 因为 , 按 定义 ,sin90? 不 过 是 边 长 为 1 的 正方 形 的 
面积 。 她 果 按 现行 的 定义 ,用 直角 二 角形 的 边 比 来 定义 
正弦 ,sin90° = 1 是 一 个 颇 难 理解 的 性 质 。 

正弦 基本 牲 质 3 sina = sin(180° - ajs 
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四、 其 企画 稻 , 开 1 时 出 


理 骨 是 和 攻 形 中 有 了 两 角 站 外 , 而 按 定 愉 ，sina 和 和 
sin{180? - ea) 愉 好 是 同一 个 攻 形 的 面积 。 
后 两 条 基本 性 质 可 以 直观 地 用 图 4-~15 开 示 出 来 。 
Cc 


sin(180°—2)= 四 


图 4-15 
将 图 4-14 与 长 方形 面积 公式 的 直观 推导 作 类 比 , 可 
以 得 到 平行 了 四边 形 面积 公式。 
平行 四 边 形 面积 公式 ”和 若 平 行 四 边 形 4BCD 中 一 4 
=gw;4B=aeidD=H) 则 平行 四 边 形 曾 积 为 


ABCD = AB* ADsinA = absing o 
把 任意 三 角形 奢 成 半 个 平行 四 边 形 ,就 有 了 一 个 三 
角形 嘲 积 公式 。 


三 角形 面积 公式 ”对 任意 从 ABC ,有 


A ABC = 地 bcsind = ocsinB 二 bsinCo® 
{4.3.1) 

别 小 看 这 个 公式 , 它 可 是 我 们 几何 新 城市 的 交通 中 
心 昵 ! 
为 什么 选 它 作 中 心 ” 第 一 ,平面 凡人 和 何 里 有 3 个 最 重 

要 的 度量 ;长 证 、 角 着 和 面积 ,这 个 公式 把 三 者 联系 起 来 
了 ; 第 二 , 三 角形 是 平面 几何 的 基本 图 形 , 所 以 这 个 公式 


由 ” 按 民 例 , 我 们 用 水 写字 母 .5 师 次 表示 站 ABC 中 ,B.C 3 个 
角 的 对 边 之 长 。 
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从 数学 裁 育 色 数 育 数 学 
国人 


处 处 能 用 ,第 三 ,这 个 公式 还 可 以 有 广 头 的 解释 ,有 丰富 
的 内 涵 。 

这 最 后 - 点 可 以 用 下 芽 两 个 合 题 来 说 明 。 

命题 4.3.1 在 ABC 中 , 设 BC =a。 在 直线 BC 上 
任 取 一 点 P, 设 AP = 6" ,AP 与 BC 所 成 角 为 C0" 1 锐角 或 
钝 角 任 取 其 一 ), 则 有 


A ABC = 3 ab sint vo 


证 了 明 :如 图 4-16, 有 3 种 情形 。 情 搓 11) 可 用 三 角形 
面积 公式 : 
A ABC = A ABP + AM\ APC 


AP: BPsinC + 了 4P， CPsinC 


er] 


2 2 
= AP(BP + CpPjsines 
1 . 
= 六 b sinC so 
4 4 4 
Bb C pm CB cP 
(1) (2] (3) 
图 4- 16 
至 于 情形 人 2] ,可 用 : 


A ABC = A APC - A APB 
推导 。 情 形 {3) 可 由 


加、 才 人 蔡 夯 舱 , 济 门 时 出 | 


A ABC = A ABP - A ALP 


推出 。 
命题 4.3.1 通常 叫做 斜 高 公式 。 线 段 4P 叫做 入 ABC 


在 BC 边 上 的 一 条 和 斜 高 。 

我 们 进一步 者 虑 .如果 PP 点 不 在 直线 下 上 ，, 那 又 有 
什么 结论 呢 ? 

命题 4.3.2 设 4BPC 是 对 边 互 不 相交 的 四 边 形 , 汉 角 
线 BC=a,4P =5'。 直 线 dP 与 BC 的 交角 (锐角 或 印 角 任 
取 其 一 } 及 交点 都 记 为 C” , 则 有 四 边 形 ABPC 的 面积 
Snape = D'sinC' 
证 骨 : 如 图 4 一 17, 此 题 分 成 凹 国 边 形 和 四 始 边 形 两 


种 情形 。 册 四 边 形 可 用 等 式 


图 4-17 


- BC AC: sinC” + BC* PC ginC” 


- TBC(AC: + PC HsinC’ 
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| 


狼 数 字 坟 育 骆 末 育 数学 


= ab sinC o 
至 于 四 妈 沪 形 , 可 骨 等 式 
访 辐 这 形 ABPE 一 A ABC 一 让 PB 
作 类 似 的 推导 。 [ 
现在 ,让 我 们 共 交 通 中 心 出 发 ,迅速 到 达 几 个 重要 的 
车 站 0 
把 三 角形 面积 公式 14.3.1) 各 项 同 除 以 子 abe ,立刻 得 
到 ， 
正 落 定理 ”在任 匡 和 AB8C 中 ,有 
sind ainb sinC 2A ABC 


i 
me 


0 二 ec ”Ge 
这 个 定理 的 用 处 之 大 是 众所周知 的 。 在 我 们 这 个 系 
统 中 ,起 步 之 后 两 三 个 逻辑 环节 就 得 到 了 它 。 
在 公式 (4.3. 切 中 取 C = 90 利用 sinC = 1, 便 得 : 
命题 4.3.3 在 和 48C 中 ， 若 愉 C =90°, 则 


全 


， 企 ， 
sahA = OO—, sinB = 一 
ce c 


这 表明 ,我 们 定义 的 正弦 和 通常 用 直角 三 角形 的 边 
比 所 定 愉 的 正弦 是 一 致 的 。 不 过 ,我 们 同时 还 给 出 了 钝 
角 的 正弦 定义 。 

为 了 充分 发 挥 正弦 的 作用 ,正弦 加 减法 定理 被 及 时 
5 引入。 

命题 4.3.4 当 凡 过 有 和 ae 羡 和 ?时 ,有 正弦 加 法 定理 
和 正 纺 减法 定理 成 立 : 

sin(a + B) = sinasin(90° ~ 8B) + sinfsin{90° ~ a), 
(4.3.2] 


3 了 3 


下 、 拥 村 面 千 , 开 门 黑山 


sinta -入 | = sinaesin(90° - £8) ~ sinBsin{90° - a})o 
{4.3.3) 
证 明 : 如 图 4- 18, 设 BAD =a,/CAD = ,ADj BC, 由 
人 ABC = 全 1+ 和信, 并 用 三 角形 面积 公式 代入 ,得 


4 


站 


B 中 
图 4-18 


3 bcsin(e + 月 ) = 可 二 sina + hsinfgo 


两 端 同 除 以 地 ie ,得 


sainla + 月] = Teine + 二 Sin 有 
= slnCsina + sinBsing 
= sin( 90° - pjsina + sin(90° - a )sinfo 
这 就 证 明了 (4.3.2} 式 。 
要 想得到 正弦 减法 定理 ,来 看 图 4- 19 的 情形 。 这 里 
AT =AAPC -ABPC,AAPC=a,/ BPC=B, 则 有 : 


PA' PBsin(a ~ 8) = FPA* PCsina - 3 PB PCsino 


两 边 同 除 以 闻 PA* PB ,得 
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和 


从 要 学 才 育 刹 孝 育才 学 


| 开 -人 
图 4-19 
sinta 一 此) 
PC. Pe . 
= pF Ne ~ BA sing 
= sn(90° — Bsing -sin(90° - a) *sinp, 
即 (4.3.3)] 式 。 国 


通常 教材 上 证 明正 该 和 角 公 式 时 ,不 仅 方 法 复杂 难 
记 ; 而且 限 制 ga + 8 志 90°。 这 里 仅 朗 求 we、 有 分 别 不 超过 
90°; 如 超过 , 式 中 出 现 的 90° - a、90° -及 人 恒 没有 意义 了 。 
在 (4.3.2) 式 中 取 == 30°, 便 得 
sim602” = sin30° » ain602 + sin30° » sin60s ， 
由 此 解 出 
， 1 
sin30 = 0 
又 取 x = 请 =455, 得 
1 = sin90° = sin 45° + sirn’45°, 


解 出 


Sind5° - 避 。 


再 取 a = 30° ,8 = 60°, 则 有 


1 = gin90? = sin’ 30° + sin 60°0 


外. 其 共 面向 ,开门 用 四 


将 sin30*= 代入 后 得 
sin60" = 
几 个 特殊 角 的 正弦 值 便 轻而易举 地 得 到 了 。 
在 {4.3.2) 式 中 ,我 们 取 a + = 90°, 可 立刻 得 到 重要 
的 命题 。 
正弦 的 色 股 关系 关 a +8=90°, 则 
sin' a +sin p=1, 
或 简单 地 巨 作 
situ 二 ago -a)=1o {4.3.4} 
再 利用 命题 4.3.3, 又 得 到 了 
勾 股 定理 ”在 责 角 三 角形 4BC 中 , 疼 边 的 平方 等 于 
另 两 边 平方 之 和 , 即 a ”+8=e’。o 
我 们 从 {4.3.2)、{4.3.3)、(4.3.4) 中 看 到 ; 当 研 究 一 
个 角 a 的 正弦 时 ,不 可 避免 地 楼 华 涉 到 男 一 个 角 0*-a 
的 正弦 ,而 w 与 色 "-e 互 为 余 角 。 这 样 ,为 " 余 角 的 正 
弦 "创设 一 个 新 符号 将 十 分 方便 ,余弦 应 运 而 生 : 
定义 4.3.2 ”一 个 角 a 的 余 角 的 正 驴 ,叫做 x 的 余 
骇 , 记 作 cosa。 具 体 地 约定 
sin( 900 — a) (Pan 0°), 
-sin(a -90°) {90 < a <180°}。 
这 样 , 我 们 给 0 到 180" 之 间 的 e 角 定 义 了 余弦 。 有 
了 余弦 ,正弦 可 法 定理 和 减法 定理 就 可 以 写成 众所周知 
的 形式 了 : 
{"* + 8) = sinacos 月 + cosasinp, 


sin{a -月 ) = sina vosB — cosa singo 


ce = | 


{4.3.5) 
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TT 
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从 数学 裁 育 到 才 育 数学 


而 正弦 的 勾 股 关系 也 可 以 写成 

铝 股 关系 sain a + cos a = lo 

从 [4.3,5) 式 出 发 ,可 以 建立 余弦 和 差 定 理 、 正 弦 与 守 
弦 的 和 差 化 积 公 式 、 倍 角 公 式 、. 半 角 公 式 等 一 套 三 角 恒 等 
式 。 

至 于 正切 和 余 切 ,当然 可 以 用 正弦 和 余弦 之 比 来 定 
义 。 在 必要 时 ! 例 如 做 有 关 圆 的 切线 的 计算 时 ) ,随时 可 
以 徽 这 件 事 。 

重要 的 是 还 得 建立 余 纺 定理。 当然 ,有 了 勾 股 定理 ， 
这 是 很 容易 的 。 但 是 ,我 们 能 不 能 借助 于 面积 关系 ,给 出 
不 依赖 色 股 定理 的 和 更 直接 的 证 明 呢 ? 下面 就 提供 两 种 方 
法 。 在 第 6 章 的 第 5 节 中 ,将 给 出 另 一 种 征 法 。 

余弦 定理 ”在 任意 入 ABC 中 ,有 恒等式 


a = +c -2hiccosa, 
b=a +c -laccosB, 
c= a + -2abecosto 

证 明 : 只 要 证 明 3 个 等 式 中 的 一 个 就 可 以 了 。 

请 看 图 4-20(1) ,和 48C 是 具有 和 钝 角 或 直角 C 的 三 
角形 。 让 入 ABC 绕 项 点 C 顺 时 针 旋 转 一 个 角度 a, 使 
g = 过 CC 会 出 现 和 它 全 等 的 A4 BC。 设 直线 4B 与 4'B' 
交 于 上 D, 注 意 到 ZA1= ~2、 4 = 一 4 故 有 一 4D4' = 
Co 

从 图 4-20{1) 直 接 可 以 看 出 ， 

ABCB’ + AACA’ + A BCA’ = ABBA’ +AAB'A’, 


利用 三 角形 面积 公 式 , 上 式 可 写成 


3 了 6 


加 、 抓 佳 夯 积 ,开门 昂 出 


图 4 - 20 


qa:sinC 十 bsinC 十 地 absin2{ 180°— C) 


cc,sin( 180° ~ C) + 本 ccasinC 


cfe + clsinC 


(4.3.6) 


mS 
中 ， 
[| 
A 
"| 


S| 中 一 om S|~ 


利用 二 倍 角 公式 ! 正 强加 法 定理 取 a = 有 可 得 | 
sin2(180° — ©) = Zsin(180° — C)cos{180° — Cc) 
= -2sinCoeosCo 
(4.3.7) 


把 (4.3.7) 式 代入 (4.3.6} 式 ,两 边 同 除 以 地 sinC， 即 得 


a + bh -2abcoC= cio 
当 CC 为 锐角 时 ,如 图 4- 加 (2) ,有 
A BCB’ + MACA’ -人 BCd = A BB'A' + AAPAD, 


如 法 炮制 ,不 再 歼 述 。 LD 
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从 灼 学 坊 育 到 栽 育 痕 学 


这 样 证 明 余 沪 定 理 ,好 处 是 肖 观 性 强 , 把 余弦 定理 中 
的 每 一 项 都 用 面积 表示 出 来 了 ,而 且 驳 计 勾 股 定理 成 为 
特例 。 

如 果 让 和 A4BC 绕 导 点 旋转 90", 也 可 以 证 出 来 ,而 且 
不 用 和 悦 角 公式 ,也 不 用 同 除 以 snCe 如 图 4-2101)， 
六 ABC 中 天 CC90?。 注 意 到 1 = 2 4=4 故 4B 
上 4'8’, 于 是 

ABA'B’ + AA4'B’ 


= 人 BCB’ + AACA + ABCA’ + 人 AACB'o 


和 


图 4-21 
记 了 为 48B、A'B' 交 点 ,使 用 三 角形 通 积 公式 后 得 
"BD+ 广 5*AD 
Ta，1 
Ee 


> 1 ， 0 _ One 
万 也 + 3 absinl 180 (© - 090°}] 
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四 、 首 侍 面 舱 , 开 门 吕 出 
ee 


+ absin( C ~ 90°), 
整理 后 两 边 乘 2, 就 是 
c=a +b -2abcosCo 
锐角 情形 如 图 4 - 2112)。 入 A4BC 中 人 人 C 为 锐角 ,让 
和信 ABC 绕 5 上 顺 时 针 旋转 90°, 得 从 4'B'C。 这 时 
A BA'B’ + A AA'B’ 
= A BCB' + AACA' - A BCA' - A ACB’, 
使 用 面积 公式 并 加 以 整理 ,可 得 到 同样 结果 。 口 
上 面 用 了 相当 长 的 篇 幅 , 介 绍 余弦 定理 的 证 法 。 其 
实 " 醉 全 之 意 不 在 酒 " ,目的 是 想 要 说 了 明 面 积 方 法 的 灵活 
运用 。 如 果 仅 仅 为 了 证 明 余 弦 定 理 , 就 连 图 也 不 必 画 。 
事实 上 ,对 入 ABC 有 : 
si 化 
=sin {A+ B) 


= (sindcosB + cosdsinB )’ 


=sin A{(l— sin B) + 2sinAsin BeosAcosB 
+ {1- sin A)sin B 
sin A+sin B+2sindAsinBlcosAcosB — sinA*sinB) 
| =sin A+sin B+2sindsinBeos[lA+ BB) 


= sin A+sin B-2snA:sinB:cos Co 


= sin: Acos: B + 2sinAsin Becos AcogB + cos: Asin: 如 


{4.3.8) 
再 利用 正弦 定理 ,可 知 有 正 数 到， 


| aind _ sinB sim =»0, 


三 由 ce 


Bin4d = ka,sinB= ,sinC = co 
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-a 


妈 数 学 坊 育 到 坑 育 数学 


代入 {4.3.8} 式 , 约 去 ,有 即 得 余弦 定理 。 口 

这 种 证 法 ,用 到 了 正弦 加 法 定理 和 余弦 加法 定理 , 正 
弦 与 余弦 之 间 的 多 股 关系 ,以 及 止 弦 定 理 。 其 优点 是 具 
有 代数 的 简洁 性 与 普遍 性 。 

对 比 之 下 ,图 4-21 的 证 法 所 要 求 的 预备 知识 最 少 。 

有 了 正弦 定理 和 余弦 定理 , 欧 氏 体系 中 的 基本 工 
具 一 一 全 等 二 角形 与 相似 三 角形 的 判定 定理 锤 手 可 得 。 
虽然 这 些 判定 定理 在 我 们 的 体系 中 所 起 的 作用 不 大 ,但 
可 作为 辅助 工具 。 

全 等 三 角形 的 判定 

(1) (这 这、 过) 设 和 六 ABC 与 六 A4'B'C' 的 3 边 对 应 相 
等 , 妈 a=a =ec=e , 则 A ABC 宇 AA'B'C', 

证 明 : 只 要 证 明 一 4= 玫 4 有 = 下 
就 可 以 了 。 用 余弦 定理 得 


c al+b re a +b -er 
cos 二 = 

20b 2g'b’ 

= COB , 


这 表明 LC= 人 CC。 间 理 4=A4', 人 B= 人 /Bo 

{2) { 边 、 角 、 达 ) 在 入 ABC 与 入 4PFC 中 ,着 4= a'， 
b=b ,C=C ,MAABC EAAPFC', 

证 阴 ; 由 余弦 定理 可 知 

c=a +b -2abcosC=a +b -2ab'col’ = ee, 

夏 c=ec'。 肯 用 " 边 、 边 、 边 "判定 法 。 

(3) { 角 、 边 、 角 ) 已 知 在 和 ABC 与 入 A'B'C' 中 ,4 = 
A AB=AB c=e ,MWAABC SSAABC’, 

证 明 . 显 然 人 C=AC 。 由 正弦 定理 
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调 、 拥 储 面 壬 ,开门 出山 


羡 Eb 人 
7 = 四 一 一 引 
sinAd sinB anc 


a bp’ eo” 
sinA’ sinB’ sinG’” 
了 商 式 相 比 得 


a” 有 
由 = =e, 便 知 aa= ac 和 五 = 站。 
(4) ( 角 、 角 、 边 ) 梧 。 
相似 三 角形 的 判定 
(1)( 边 、 边 、 边 ) 若 和 4BC 各 和 六 4B'C' 的 对 应 边 成 比 


例 , 则 A ABC "AAB'C’。 


ce 
一 总 


证 明 设 3= 关 = 了 = 大风 
os a+tb-e kla +h -ec ) 
2 Ek {2a'b’) 
= CosC’, 


于 是 人 C= 人 C'。 同 理 L4=L41LB= 人 LB。 
(2) { 边 、 角 、 边 } 若 入 ABC 和 入 A'B'C' 有 一 对 对 应 角 
相等 , 且 此 角 的 夹 边 对 应 成 比例 , 则 A ABC "A 人 AB'C’。 


证 明 : 设 人 C= 人 C0’, 且 驴 = 刀 =k, 则 


cr =a +6 -2abcost 
=k (a + hb -ab cost ) 


3 #4 
一 天 ee 
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7 


从 数学 栽 育 到 栽 育 数学 


即 知 两 三 角形 相似 。 

(3)} { 商 、 角 ) 若 六 4BC 与 六 4'B'C' 有 两 对 对 应 角 相 
等 , 则 A ABC "A AB'C'o 

证 明 : 设 人 A= 人 A’,AB8B=AB', 则 C=AC。 由 
正弦 定理 


ts bb < 
sina4 sinB sinC’ 
a” b’ cr" 


sind’ sinB’ sinC’” 


两 式 相 比 得 
Ge 
Ge 
即 知 两 三 角形 相似 。 [0D] 
至 此 为 止 ,平面 几何 里 最 基本 的 部 分 一 一 三 角形 的 
研究 ,已 经 粗 具 规模 了 。 


我 们 以 上 进行 的 推理 ,逻辑 结构 是 比较 简单 的 。 基 
本 出 发 已 是 两 条 : 


一 条 是 三 角形 面积 公式 A4BC = 二 absinC。 它 是 用 


直观 类 比 的 方法 从 算 形 面积 公式 演变 而 来 的 。 这 个 演变 
过 程 是 不 严密 的 ,但 在 获得 了 所 要 的 公式 之 后 ,进一步 的 
推演 便 是 一 板 一 腿 的 了 。 

另 一 条 是 三 角形 内 角 和 为 180*。 我 们 在 推导 正弦 加 
法 定理 和 余弦 定理 时 用 到 它 ,推导 全 等 三 角形 和 相似 三 
角形 的 判定 定理 也 用 到 它 , 将 来 推导 贺 周 角 定 理 还 要 用 
到 它 。 这 是 一 条 重要 的 基本 定理 ,可 以 从 三 角形 面积 公 
式 推出 来 。 这 一 操 ,我们 将 本 下 一 节 论 述 。 但 是 ,也 许 直 
接 承 认 " 平 行 线 的 同位 角 判 定 法 " ,在 教育 实践 中 更 为 可 
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加 .其 储 夯 入 ,开门 更 二 


也 ,正如 目前 中 学 几何 教材 中 所 做 的 那样 。 


逻辑 结构 图 示 如 下 : 


攻 类 应 隔 
计 宣 讨 上 脖 


三 痛 形 48C 中 
| 民有 + 一 8 


AABC = 3absinC 


正 萄 定理 余 束 定理 


全 等 三 角形 判定 


相似 三 角形 判定 
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正 苇 加 法 定理 


各 种 三 角 恒 等 式 


从 数学 才 育 到 教育 数字 


4.4 面积 公式 A ABC = sabsinC 
一 一 解 题 利器 
在 目前 各 种 通用 几何 教材 中 ,三 角形 面积 公式 


1 ,1 1 
A ABC = 3 bcsind = 本 acsinB = 3 absinG 


是 一 个 微不足道 的 小 角色 。 但 当 我 们 起 用 它 之 后 ,会 发 
现 这 个 "小 角色 ”是 那样 重要 一 一 它 几 笠 担当 起 逻辑 体系 
中 心 的 重任 。 事 实 表 明 , 平 面 几何 的 几乎 全 部 信息 ,都 浓 
缩 在 这 个 平凡 的 公式 里 了 。 

值得 注意 的 是 ,这 个 小 小 的 公式 不 但 是 平面 几何 中 
逻辑 推理 的 基础 ,同时 也 是 直接 参与 解 题 的 有 力 工 具 。 
把 它 与 “三 角形 内 角 和 定理 "配合 起 来 ,能 解决 大 量 的 平 
面 几 和 何 问 题 。 引 进 这 个 公式 之 后 ,即使 在 远 辑 上 暂 不 继 
续 展 开 ,也 会 使 学 生 们 大 开眼 界 , 对 几何 学 习 产生 浓厚 的 
兴趣 。 

我 们 用 例题 来 说 明 这 个 公式 的 广泛 应 用 。 

[ 例 4.4.1] 试 证 明 在 入 ABC 中 , 若 4 = 一 下, 则 


= bo 


证 明 :; 因 汶 态 ABC = 3 acsinB = 六 besinA 


不 sinB = bsinAds {4.4.1) 
十 是 由 sin4 = sinB 得 & = 4b。 国 

这 是 一 个 很 平常 的 题目 ,但 这 种 证 法 比 用 全 等 三 角 
形 方法 利落 得 多 。 


[ 例 4.4.2] 若 中 eB<o; 且 a +8<180°, 求 证 . 


sinB < sinao 
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加、 其 佳 面积, 开 三 多 册 


证 朋 : 如 图 4 -22， 4 
入 ABC 是 顶 角 为 a-8 的 vs 
等 腰 三 角形 。 由 a+ 有 < 
180°*, 可 在 底 边 CB 延长 线 


上 取 一 点 DD, 使 DAB= jp 有 c 
8; 则 A DAC > 人 DAR。 用 图 4 各 
面积 公式 代入 : 
34D"ACsing > 广 AD* ABsingo 
由 AB = AC, 即 得 sina > sinB。 图 


锐角 正弦 的 递增 性 是 一 条 重要 性 质 。 不 少 教材 中 仅 
仅 是 措 述 了 这 条 性 质 , 这 里 用 面积 法 给 出 一 个 直观 而 严 
说 的 证 明 。 

{ 例 4.4.3] 在 和 4BC 中 ,已 知 &> 5 求证 ， 

4> 二 了。 

证 明 :; 用 尽 证 法 。 如 果 一 4 > 到 B 不 成 立 , 则 人 A 声 
二 有。 以 下 分 4 = 一 有 一 4< 二 日 两 种 情形 讨论 。 

车 A= BB, 则 sin4 =sinB8B。 由 (4.4.1}) 式 得 a = 上 bb， 
这 与 假设 a > 8 政 盾 。 

车 A<ABJAA+AB<180°, 用 例 4.4.2 的 结果 ， 
得 sn4 < sinB, 由 (4.4.1] 式 得 a < 8 了 ,与 假设 a> 6 芽 盾 。 


A [ 例 4.4.4] 如 图 
4-23, 设 入 ABC 中 玫 44 的 
8 平分 线 为 AP, 求 证 : 
AB BP 
B F C AC tp" 
图 4-23 证 明 : 利 用 三 角形 面 
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外 数 学 才 育 匀 孝 育 数 学 


] 。 
BP A | 4 APsinn 4 


一 9 


cP A AC APsina 


外 [ 例 4.4.5] 设 0°< 
g <90°, 求 证 : 
sin2e = 2sine "sin(90°— a)o 
证 朋 ; 如 图 4 -24, 等 
B 5 “采信 ABC 的 顶 角 4 为 2c， 
图 4-24 4 的 平分 线 为 4D, 由 


AB"ACsin2a = 了 4B,4Dsinae+ 二 4C.4Dsina。 


利用 4B = 4C 以 及 4 = ABsinB = ABsin(90°-a), 代 入 整 
理 即 得 。 
[人 鲍 4.4.6] 已 知人 ABC 中 的 A 和 上、e 两 边 , 求 


4 的 角 平 分 线 长 。 
解 :利用 图 4-23, 用 面积 公式 代 六 等 式 和 4BC = 


入 工 + 六 下 ,并 设 角 平 分 线 4P 之 长 为 1 则 


1 jesin2e = 1 eine + -1 jisinao 


2 2 2 


这 里 a 二 全 ,将 sin2a = 2sinasinf90 - a 代入, 即 可 解 出 


2bcsin( 90° - | 


(= 


四 、 骆 佳 面 入, 开门见山 


2becos 全 虚 
或 者 写成 1 = 一 一 一 。 (4.4.2) i 


UU+e 
用 公式 14.4.2} 很 容易 推出 著名 的 司 坦 纳 - 雷 米 欧 斯 
定理 :有 两 条 相等 的 角 平 分 线 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 。 
事实 上 ,车 入 ABC 中 一 4 和 一 及 的 角 平 分 线 同 为 1 由 
(4.4.2} 式 可 得 : 


4 对 
“e053 1 L211 
: a zc [ a ec” 
两 式 相 减 得 
2 | 8B 1 1 
[cos 全 -cos 卫 | = {4 .44.3} 


若 a 与 5 不 相等 ,不 妨 设 a>38, 则 人 4 > 人 LB, 于 是 
{4.4.3} 式 左 端 为 负 而 右 端 为 正 , 矛 盾 。 口 
前 面 几 个 例子 比较 简单 ,但 硬 积 公式 并 非 不 能 帮 我 
们 解决 较 难 的 问题 。 
[ 例 4.4.7] 如 图 4-25, 在 二 让 内 有 一 定点 天, 过 忆 


作 直 线 交 两 边 于 召 、 C, 问 矶 + 天 何 时 取 到 最 大 值 ? { 美 


1979 年 数学 奥 林 丐 
克 赛 题 ) 

解 :在 BC 上 取 DD 
使 4D 1BC, 并 设 AD = 
hh， Si、5$, 分 别 表 示 
入 ABP 和 仿 ACP 的 面 
积 。 根 据 面积 公式 得 ， 
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从 数学 裁 育 到 才 育 数学 


_h. 2AB:ACsinlo + 8} 
2 AB*AC'AP' sina*sinf 
sin(a + 8} 
AP "sno "sing 
sinf a + 8B) 
APsina "sinp” 
因为 PP 是 4 内 的 定点 ,所 以 AP、a、p 都 是 常数 , 因 


币 上 式 最 后 一 项 -anta+ 8) 是 常数 , 即 永远 有 


APsinoe* sinB” 


1 1 ainfa+ 人] 
PB PC ~ AP'sina'sinB” 


而 当 AP_」 BC 时 ,AD 与 4P 重合 ,由 h = AP, 这 里 的 不 等 


二 Ll 1 : 
式 取 到 了 等 号 。 可 见 + 7 在 4P_| BE 时 取 到 最 大 值 。 


[全 4.4.8] 在 入 ABC 的 两 边 她 、4C 上 ,分 别 向 外 


作 正 方形 4CGH 和 BAFE。 延 长 BC 边 上 的 高 D4, 交 FH 
于 凋 。 求 证 ， 


=h: 


MH = MF。 | 
证 明 : 如 图 4-26, 可 能 有 两 种 情形 ; (1) 了 D 在 线段 BC 
上 ;(2} 了 DD 在 CB 的 延长 线 上 。 下面 的 证 朋 适 用 于 这 两 种 
情形 。 
一 方 链 ,显然 有 ,NAH = ACB, MAF = /ABCo 
记 a = 人 AH ,B=.AMA4F。 于 是 
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男 、 产 人 芷 面 称 , 开 门 轩 二 


图 4-26 
了 48B， Bising = A ABC = 可 4C， HCsine, 
ABsint = ACsine o 


到 竺 


1 、 
MF A MAF MA* AFsinf ABsinf 


MB AM IT ACsina ™ 
MA* 


即 MF = MH o 

[人 讽 4.4.9j 在 凸 四 边 形 
ABCD 中 :已 知 4B8 = CD, EF 分 
刑 是 .4D 和 BC 的 中 点 。 延 长 48、 
DC 分 别 和 EF 的 延长 线 交 于 PP、 C 
Qo。 求证 : 

/APE = 一 DOF。 

证 明 : 如 图 44-27, 记 w= 2 - 

< QED, 则 图 4- 27 
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丸 数 学 亲 盏 罗 裁 育 交 学 


APAE = 7 AP PEsin/ APE 
= 7 AE* PEsina, 
A QDE = DO" QEsinL DOE 
= DE OBE 
= 万 QE sine o 
两 式 相 比 


4P PEsin APE 4E。，PFEsine PE 
DoO* OEsin DOE DE: OEsina OE’ 
所 以 APsin/ APE = DDen DOKo {4.4.4} 
同 理 BPein/ APE = COsin/ DOEo (4.4.5) 
用 (4.4.4) 式 减 (4.4.5) 式 得 
4Dsin APE = Dasin DO 。 
由 AB = CD ,得 sin APE = an DOE。 
此 题 另 一 简单 证 法 ,可 做 看 例题 5.3.20。 
[ 例 4.4.16] 如 图 4- 28, 册 四 边 形 AB8CD 的 两 边 
4D、BC 延长 后 交 于 口 , 对 角 线 4C、BD 交 于 Co。 直线 0C6 
分 别 奖 CD、AB 于 EF, 求 让 : 


1L_ 2 
OF OF 05? 


EB 证 上 明 : 设 A0 = a, B80 = 上 b， 
CO= ec, D0= d= £1 EV = 
C F e, FO = f, LAOF = 8B, BOF 

王 衬 吕 

因为 
0 | 
AAO0F + A BOF = A A0B, 
图 4 如 所 以 
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号 、 牟 企画 入 ,开门 更 贡 


3 afsing + 3 hfsina = Fabsin(a + 入 jb 


两 端 同 除 以 了 ay/ 得 


sina sin sinla + 8) 
| 并 
同 理 
sing sing sintae + f) 
db gi! 2 
De + eh = ale tp), (3) 
e é 
sna , sing _ sin(a + 月) [4) 
te 


[1) - (2) + {3} - (4) 得 
1 1 


0=(F + 二 -全 ]sin(a + 8) 


由 此 可 得 所 要 证 明 的 六 + 十 = 二。 口 


这 个 例题 的 结 论 可 以 改写 成 过 + 和 8 -2, 即 二 -1 = 


是 号 一 中 _ eGE OF 
1 -了 ,也 就 是 f-e f° 这 在 图 上 是 CF = DF: | 
六 等 比 内 外 分 ， EFo。 这 是 射影 几何 此 
此 是 男 一 证 法 ,参看 例题 5.3.12。 


新 加 坡 大 学 的 李 秉 帮教 授 , 曾 向 笔者 提出 一 个 小 问 
种 :能 不 能 用 面积 方法 直接 证 明 当 0<y<xe 方 时 ,不 等 


式 sinx -siny [zx 一 jceosx 成 立 ,这 里 ry 风 为 骤 讼 数 ， 
下 而 给 出 回答 : 
[ 例 4.4.11] 车 0<sy 和 xz 二 本 , 则 


3 了 


只 数 学 才 育 到 入 育 数学 


sinx ~ siny > (%— ylcosxo 
证 朋 : 如 
4 一 29, 设 六 ABD 是 等 
有 三 角形 ,BAD=x 
~ yAB = AD = ce 
在 BD 的 延长 线 上 取 
一 态 使 得 CAB = 
x; 则 CAD = y。 设 
DE、CF 分 别 是 
图 4- 如 入 ABD、 和 人 4BC 的 高 。 
昌 是 AD、CF 的 交点 ,和 肯 以 4 为 陪 心 , AF 为 半 和 经 作 弧 , 交 
AD 于 GG。 由 入 ABC -入 ADC = 入 ABD 得 


1 . 1 ， ] 
5 bcsinx 一 了 ecsiny = 可 DE,., 


所 以 


SI 区 一 SInyY 三 一 一 之 


DB FH FG 
; 


= {x — yjoosxo 国 
下 面 的 例子 表明 ,面积 方法 有 时 能 帮助 我 们 解决 相 
当 男 难 的 问题 。 
在 {牛顿 力学 的 横向 研究 》 一 书 中 ,作者 查 有 梁 教授 
提 到 了 他 发 现 的 一 个 计算 圆锥 曲线 虹 率 的 简单 合式。 候 


= ~ _ pp 三 | ~ 
癌 锥 曲线 的 极 些 标 方程 式 为 sk rp 立 是 曲线 


32 


四 、 牟 佳 夯 先 , 开 门 电击 


上 茶点 4 处 的 切线 与 该 点 关于 极点 的 向 径 所 成 的 夹 角 ， 
| 点 的 曲率 半径 为 = -二 一 。 


这 个 公式 大 大 优 于 传统 公式 。 查 教授 曾 告诉 笔者 ， 
他 多 年 寻求 这 一 公式 的 初等 证 明 而 未 获 成 功 。 在 这 里 ， 
我 们 就 用 面积 方法 给 出 上 述 公 式 的 一 种 证 明 。 

[ 例 4.4.12] 设 问 锥 曲线 卫 在 极 坐 标 系 [8,r) 中 的 


方程 式 为 r= 和 rongsa 是 人 上 茶点 4 处 的 切线 与 该 点 
关于 极点 的 向 入 所 成 的 夹 角 , 则 在 4 点 的 的 率 半径 


p=psin ao 

证 了 明 : 图 4-30 男 
出 了 网 锥 曲线 一 的 一 
部 分 。 极 坐标 的 极点 为 
0, 极 轴 为 OM。 曲 线 
广 的 方程 式 为 r = r{8}， 
#4、8、C 是 牙 上 的 3 个 
点 ; 并且 有 一 8B04 = 
A0C = ho。 又 设 04 
=r10B =r, 0C= 1+, 
04 与 BC 交 于 D。 分别 图 4 一 30 
以 a、b、c 记 和 六 ABC 的 3 条 边 BC、CA、AB; 市 A0M、 
人 BOM、 人 COM、 了 4DB、 了 人 480、 了 ACO 顺 次 记 作 #4、 
-ht+h pABY 则 有 r=riB) r= rid kh),r, = 
"(9+ 及) 等 等 。 四 

设 和 A ABC 的 外 接 网 半径 为 p18,5), 则 厂 在 有 4 处 的 


曲率 半径 pl0) = limp (0,h)o 而 op[9,&} 可 由 A ABC 的 
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妈 妆 学 裁 育 到 裁 育 数学 
一 一 SS 


面积 及 其 3 边 长 来 确定 ,也 就 是 有 


1 4A ABC 


DDN ap ° (1 


由 AABC = 57 4Dsing= 7 (7- QOD)sing, {之 ] 
又 由 A DBC = A OBPD + A OCD, 


ri," ODsinh + 1,. Onsinh o 


2 = 
把 sin2 有 = 2sinhecos 代入 后 得 到 


OD = 一 一 一 一 。 (3 


rrsinh A048 _ er cnsinfe 


在 利用 amy = A DAC rsink 


2 rin 万 
六 ~ sinfsiny ” (4) 
把 式 {2)、{3)、{4) 代 入 式 11), 令 衣 趋 近 于 0 得 
RN F 一 Et cosnhn 
5) 
i 再 利用 卫 的 方程 式 得 


Se i i+ ecos(6 ~—h) 
_ 1 
2 工 + ecos[f 旧 十 下 1 


下 代入 (5) 式 取 极限 可 得 


- 吝 
i 1 i1N ”让 


Pl} pp 


me 


男 、 抓 侍 面 稻 , 弄 门 昌 出 


此 部 所 求 公式 。 LJ 

我 们 看 到 ,一 个 平凡 的 三 角形 面积 公式 , 它 的 变化 是 
无 穷 有 的 。 几 何 图 形 里 总 有 若干 个 二 角形 ,把 这 些 三 角形 
的 面积 用 不 同 的 方法 来 表示 ,就 会 得 到 许多 等 式 。 我 们 
适当 选取 这 些 等 式 ,推导 .整理 后 就 能 获得 所 要 的 结论 。 

这 一 节 里 提供 的 展开 平面 几何 推理 体系 的 方案 有 许 
多 好 处 ,比如 : 

{1} 发 展 迅 速 ,学 生 可 以 较 快 把 担 住 一 些 最 重要 的 工 
具 。 

(2) 中 心 了 明确, 逻辑 结构 清晰 。 

{3) 解 题 方 法 易于 掌握 。 这 是 因为 充分 运用 了 三 角 
与 代数 的 方法 。 

{4] 提前 引入 三 角 函 数 , 解 决 了 目前 初中 生 学 习 三 角 
时 间 过 于 短促 ,不 能 很 好 消化 的 问题 。 

也 是 ,这 个 体系 也 有 它 不 可 忽视 的 问题 : 

(1) 三 角形 面积 会 式 是 直观 引入 的 ,逻辑 上 留 下 了 较 
大 的 缺 各, 要 依赖 旧 的 体系 。 

(2) 解 题 几 乎 处 处 离 不 开 三 角 , 几何 的 风格 丧失 六 
多 ,不 易 被 人 们 接受 。 

(3] 正弦 概念 的 提前 引入 ,是 否 适 应 学 后 的 年 龄 特 
征 , 信 得 商机 。 

下 面 提 供 男 一 个 方案 ,针对 以 上 这 些 问 题 作 出 更 绩 


致 的 处 理 。 
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八 数 学 栽 育 到 坑 育 数学 


五 、 平 面 几 何 的 五 一 条 新 路 


能 不 能 避 开 正弦 ,直接 从 小 学 生 所 学 的 几何 知识 出 
发 ,把 他 们 引信 几何 园林 的 深 处 呢 ? 

这 里 提供 的 方案 ,要 比 前 一 节 那 个 方案 更 易于 理解 ， 
更 富有 几何 趣味 ,有 逻辑 上 的 处 理 也 更 严密 。 


5.1 一 个 平凡 公式 的 妙用 


美国 著名 的 几何 学 家 佩 多 在 一 篇 题 为 《数学 经 验 * 的 
文章 里 , 谈 到 这 样 一 件 有 趣 的 事情 : 

一 个 经 济 学 家 打 电 请问 他 一 个 问题 。 这 位 经 济 学 家 
说 ,他 研究 的 一 种 新 的 经 济 理论 ,涉及 到 这 样 一 个 儿 何 命 
题 :正三 角形 内 的 任 一 点 ,到 三 角形 $ 边 距离 之 和 为 定 
值 。 他 问 佩 多 这 个 命题 对 不 对 ?如 果 对 , 叉 是 为 什么 ? 

这 位 经 济 学 家 还 说 ,他 曾 请 教 过 别 的 数学 专家 ,结果 
都 没有 得 到 满意 的 回答 。 

当然 , 佩 多 教 楼 马上 回答 了 这 个 问题 。 如 图 5- 1， 
六 ABC 是 正三 角形 , 4B = BC = C4=a; 点 PP 在 入 ABC 
内 ,P 到 BC、C4、AB 3 边 的 距离 顺 次 是 x、y、z。 显然 有 

APBC + APCA + APAB = A ABPC, 
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五 、 尝 面 几何 的 另 一 来 新 路 


林 xa + 本 加 + 当地 二 地 只 ， 15.1.1) 


这 里 上 是 太 ABEC 的 高 。 从 (5.1.1}) 式 马 土 得 到 
xX++= eo 

这 表明 ,不 管 P 在 AABC 内 什么 位 置 , 它 到 3 边 距 离 之 
和 各 ,总 等 于 入 ABC 的 高 。 

解决 这 个 问题 就 用 到 
这 一 点 几何 知识 :三 角形 面 
积 等 于 底 乘 高 的 一 半 。 这 
定 小 学 生 也 知道 的 。 有 些 
初中 几何 教 本 , 曾 把 这 个 问 
题 编 成 一 道 习题 。 看 来 , 那 
位 经 济 学 家 和 他 所 问 的 数 
学 专家 ,已 把 小 学 和 初中 学 图 5-1 
过 的 这 后 东 相 蕊 光 了 。 

还 有 这 人 么 一 个 问题 , 它 极 简单 , 却 曾 使 一 些 具 有 相当 
数学 素养 的 解 题 能 手 一 时 不 知 所 措 。 

一 块 正 方形 的 生日 蛋糕 (严格 地 说 ,是 正四 棱柱 形 
的 。 因 为 这 个 正四 楼 柱 的 高 相对 较 小 ,通常 叫做 方形 蛋 
糕 ) ,表面 土 涂 了 薄 薄 一 层 美 味 的 奶油 , 变 均 匀 地 分 给 5 
个 孩子 ,该 怎么 分 呢 ? 

困难 在 于 ,不 但 要 把 体积 分 成 5 等 份 ,同时 表 商 积 也 
要 分 成 5 等 份 。 

也 许 你 会 想到 : 槛 是 4 个 人 分 或 8 个 人 分 就 好 了 。 不 
然 , 换 成 是 圆 形 蛋 糕 或 五 星 形 重 糕 也 好 了 。 人 偏偏 是 方形 
蛋糕 5 个 人 来 分 ! 

先 别 抱 怨 ! 冷静 地 想 一 下 ,你 会 发 现 " 方 形 " 和 "5 个 
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他 生 星人 


上 数学 灯 育 到 裁 育 数 尘 


和 D P “人 来 分 "这 两 个 条 件 , 并 没 

有 给 你 增加 什么 困难 。 解 

法 是 出 入 意料 的 简单 。 只 

C , 要 找 出 正方 形 的 中 心 

也 就 是 两 条 对 角 线 的 交点 

,下 把 正方 形 的 每 条 边 5 

等 分 ,如 图 5-2, 分 别 职 等 

YB 4 分 点 外 下 CD、 下 ,并 把 

图 5 一 2 它们 与 中 心 9 连 成 线段 

04、05、O0C、0OD、 OBE。 我 们 只 要 沿 这 些 线段 向 蛋糕 牌 直 
下 万 就 可 以 了 。 

道理 昵 ? 只 要 用 "三 角形 面积 等 于 底 乘 高 的 一 半 ”, 算 

一 算 力 5-2 中 的 三 角形 的 面积 就 知道 了 。 设 正方 形 边 长 


da a 3 
5:BM= PE= ,MC= PD= 5 CN 


为 卫 ) 则 4 = AF = 


= DN = 持 , 而 0 到 各 边 距离 都 是 ,于 是 
ADAB = ADAF 
= AOBM + AOCM 
= AOEP + ANPD 


AOCN + AODN = 5 


再 用 玖 知 的 公式 算 算 各 块 的 体积 , 便 知 这 种 分 法 确实 没 错 。 

刚 进入 初中 的 孩子 ,从 这 种 类 型 的 题目 中 会 惊奇 地 
发 现 ,原来 他 们 所 区 悉 的 三 角形 面积 会 式 竟 能 派 上 这 样 
的 用 场 ! 这 个 平凡 公式 的 巧妙 运用 ,会 使 他 们 兴致 表 然 
地 进入 几何 大 已 园 。 
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五 、 平 面 几 人 靖 物 另 一 半 新 器 


如 果 用 ee 表示 三 角形 的 3 边 长 ,用 天 、 且 站 分 
别 表 示 3 边 上 的 高 ; 则 三 角形 的 面积 为 


] ] 
三 7 oh, 二 万 ps 二 7 cheo 


从 这 个 简单 的 等 式 , 我 们 便 能 看 出 : 

[1) 若 三 角形 两 边 相 等 , 则 这 两 边 上 的 高 也 相 壬 。 

(2) 车 三 角形 两 边 上 的 高 相等 , 则 这 两 边 也 相等 。 

[3} 车 三 角形 两 边 不 相等 , 则 较 大 的 边 上 的 高 较 小 。 

这 些 都 是 极 好 的 练习 。 它 使 初学 者 初步 体会 到 ,如 
何 运用 面积 来 研究 几何 图 形 的 性 质 。 

但 是 ,我 们 不 宜 丛 这 个 面积 公式 出 发 来 展开 平面 几 
何 。 从 这 个 公式 出 发 ,逻辑 上 会 有 一 个 很 大 的 缺口 。 办 
为 如 果 这 样 ,我 们 就 不 但 承认 了 在 中 学 阶段 难以 严格 证 
明 的 算 形 面积 公式 ,而 县 也 承认 了 矩形 中 平行 四 边 形 一 
三 角形 的 等 积 变 形 过 程 。 这 里 面包 含 了 平行 公理 、 全 等 
三 角形 等 基本 几何 知识 ,要 承认 的 东西 未 免 太 多 。 

我 们 退 一 步 , 从 三 角形 面积 公式 的 一 个 推论 出 发 来 
展开 ,这 个 推论 是 " 同 高 三 角形 而 积 比 等 于 底 之 比 "。 把 
它 作 为 我 们 的 主要 逻辑 起 点 ,可 以 避免 提 及 “高 "或 者 
“ 底 " 这 些 词 。 因 为 这 涉及 高 线 的 定义 、 存 在 、 惟 一 性 等 问 
题 ,未 免 太 复杂 了 。 相 比 之 C 
下 ,我们 宁可 采用 一 条 形式 
上 较 勇 , 氢 述 起 来 也 较 简 单 
的 命题 ， 

基本 命题 如 图 5-3， 

设 入 ABC 的 48 边 上 有 一 点 4 6 
型。 如 果 有 4W = 44B, 则 图 5-3 
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沁 江 和 次 加 对 由 于 六 天 呈 


瞧 娄 学 栽 戎 到 栽 育 数学 


人 AMC = 4A ABC, TN 
AAMC ANM 


AABC AB” 
一 粒 小 小 的 种 子 能 长 成 参天 的 大 树 。 让 我 们 看 看 ， 


这 个 简单 的 命题 ,如 何 幻 化 出 万 紫 干 红 的 几何 花园 吧 1 


5.2 共 边 三 角形 与 共 角 三 角形 


数学 的 心 及 是 问题 ,学 了 数学 ,就 要 能 解 题 。 

"“ 工 欲 善 其 事 , 必 先 利 其 器 ,要 想 学 会 解 题 , 就 要 先 
掌握 解 题 的 工具 。 

平面 几何 图 形 的 基本 单元 是 三 角形 。 解 题 工 具 当 然 
离 不 开 对 三 角形 的 研究 。 欧 几 里 得 把 注意 力 集中 在 特殊 
的 二 角形 上 : 当 考 虑 一 个 三 角形 时 , 着重 研 究 了 直角 三 角 
形 . 等 腰 三 角形 ; 当 考 虑 一 对 三 角形 时 ,着 量 研 究 了 全 等 
三 角形 和 相似 三 角形 。 

全 等 三 角形 和 相似 三 角形 的 研究 是 重要 的 ,因为 它 

与 运动 .相似 这 些 几何 变换 密切 相关 。 但 作为 解 颖 前 基 
本 工具 ,全 等 三 角形 与 相似 三 角形 的 方法 就 暴露 出 明显 
的 不 是。 

一 个 重要 的 事实 是 :随便 面 一 个 几何 图 形 ,这 里 面 往 
往 没 有 全 等 三 角形 或 相似 三 角形 。 为 了 使 "全 等 *、“" 相 
似 "“ 有 用 武之 地 ,就 要 作 辅 助 线 。 但 如 和 何 作 辅助 线 , 则 "法 
无 定 法 "。 几 何 好 学 做 题 难 ,原因 与 此 有 关 ! 

我 们 着 眼 于 那些 任何 几何 图 形 中 都 会 出 现 的 三 角形 
对 ,这 就 是 " 共 边 三 角形 "和 "共和 角 三 角形 "。 

这 商 种 三 角形 对 是 名 不 见 经 传 的 。 欧 几 里 得 以 来 的 
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五 、 平 面 几 何 的 另 一 过 新 路 


几何 学 家 们 从 来 没有 给 它们 以 足够 的 重视 。 但 是 ,从 数 
学 教育 界 的 角度 看 ,它们 是 顶 顶 重要 的 。 

两 个 三 角形 如 果 有 一 条 公共 边 , 我 们 就 说 这 两 个 三 
角形 是 共 边 三 角形 。 共 边 三 角形 在 几何 图 形 里 到 处 部 
是 。 平 面 上 随 估 点 4 个 点 4、.B、C、D, 连 6 条 直线 , 便 有 
许多 对 共 边 三 角形 {如 图 5-4): 入 ABC 与 A ABD, 人 A ADB 
SAADC, AACB SAACD, ABCA SA BCD, A BDA 与 
AN BDC, A CDA 与 六 CDB 

在 图 5-4(1} 中 ,入 PAD 和 办 PBC 哩 不 是 共 边 三 角 
形 , 但 它们 也 有 共和 问 点 一 一 APD = 人 BPC。 这 样 有 一 组 
对 应 角 相 等 或 互补 的 一 对 三 角形 ,叫做 共 角 三 角形 。 在 
图 5-4(1) 中 出 更 了 许多 对 夫 角 三 角形 ,如 人生 列 B 与 
六 PDC, 和 APCD 与 入 ACD, 入 PAB 与 人 PAD 等 。 图 


5-4{2) 中 有 六 AED 与 六 CE 上 PC 5S ABGA, MDFB 


of 


OE 


届满 竹 部 六 收 于 窟 卫生 


从 数学 条 育 到 教育 数学 


共 边 比例 定理 { 以 下 简称 共 边 定理 ) 着 直线 PO 和 
APAB pM 


直线 48 交 于 着, 则 -一 一 一 


AOAB Qi° 
证 骨 : 如 几 5-S, 可 知 有 4 种 情形 。 根 据 我 们 的 基本 


命题 ,4 种 情形 都 有 ，， 


{3) (4) 
图 5-3 
pM 
APAM = rm ek (1) 
PM 
A PB 和 = DM OBMo {2) 


在 图 5-5 情形 (1)、{2) 中 取 {1) + (2) ,情形 (3)、(4) 
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五 ,平面 几何 的 另 一 条 新 路 


中 取 {1) - {2), 可 得 


APAB = +™ 


ON 
尽管 这 个 定理 得 来 不 昔 工 去 ,但 它 在 轿 上 并 不 明显 。 
特别 是 情形 (3)}、(4), 人们 往往 会 忽略 这 种 比例 关系 。 假 
如 在 情形 (4)} 中 不 用 共 边 比例 定理 ,让 学 生 想 办 法 求 出 
入 PA4B 与 人 A 048 面积 之 比 , 我 想 很 少 有 人 会 想到 用 尺子 
沿 直线 PQ 来 度量 。 
和 共 角 三 角形 相 联 系 的 基本 定理 是 
共 角 比例 定理 (以 下 简称 共 角 定理 ) 在 和 4BC 和 
AAB'C 中 ,4= 人 或 A+ 4' =180°, 则 
A ABC AB - AC 
六 让 BC ~ AB AC? 
证 明 : 不 妨 设 4 与 作 #' 硬 合 或 互 为 分 补 骨 ,如 图 


5 -6 所 示 。 这 时 对 (1})、{2) 均 有 
B B 


A0AB。 Li 


ALAN 全 ALAN 


号 后 来 帮 者 想到 一 个 要 简单 的 证 大 :在 直 织 由 上 了 一 点 衣 ; 愧 NY 


PAB APHN py 、 
所 二 至 总 一 本 暗 
外 ,网 AONN” ON 这 十 证 法 适用 于 图 5 的 4 种 


情形 。 
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和 兴 认 办 曙 失 对 委 厂 性 


从 数学 裁 育 到 戎 育 数学 


AABC | A ABC | AABC AB AC 

从 dB AAdB'C AANBC AB AC 
即 得 所 要 等 式 。 口 

在 证 了 明 共 角 定 理 时 ,我们 用 了 "运动 " ,把 两 个 三 角形 
搬 到 一 起 ,使 它们 的 一 对 对 应 角 重 合 或 成 为 令 补 角 。 严 
格 追 究 起 来 ,这 实际 上 承认 了 和 角度、 长 度 和 面积 是 运动 下 
的 不 变 最 。 如 果 不 引 入 "运动 "的 概念 ,至 少 也 要 承认 :在 
MABC PAABCHR, A A= A ,AB= AB ,AC= A'C', 
则 两 个 三 角形 面积 相等 。 

不 过 ,在 教 刚 开始 学 习 几 何 的 初中 生 时 ,教师 可 以 暂 
且 不 去 追求 逻辑 上 的 绝对 严密 ,而 是 引导 学 生 用 不 多 的 
几何 知识 去 解决 更 多 的 问题 。 


5.3 两 个 定理 的 广泛 应 用 


表面 上 看 , 共 边 定理 与 共 角 定理 过 于 平凡 ,很 难 想 像 
它们 有 多 大 的 用 处 。 因 此 ,在 遥 辑 上 继续 向 前 发 展 之 前 ， 
有 必要 用 解 题 实 例 来 表明 它们 的 非凡 功效 。 下 面 所 举例 
题 的 解法 ,很 多 是 仅 从 用 到 这 两 条 定理 ,还 有 一 些 会 辅 以 
其 他 英 单 的 几何 命题 ,例如 三 角形 内 角 和 定理 、 俩 周 角 定 
理 。 晚 些 时 候 我 们 还 会 看 到 :三 角形 内 角 和 和 定理 可 由 共 
边 定理 与 共 角 定理 导出 ;而 圆周 角 定 理 , 则 是 圆 的 定义 和 
内 角 和 定理 的 推论 。 

[ 例 5.3.1] 如 图 $-7, 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 4C、 
8D 交 于 暑 。 已 知 和 ABC = 4DC, 六 4BD = 入 CBD, 求 


证 : 形 是 4C、 的 中 点 ,和 且 入 MAB = A 八 MBC = MCD = 


五 、 平 面 几 他 的 努 一 各 新 足 


A NDA。 
证 明 :用 共 边 定理 及 。 ° 
题 疫 
MA .全 46D | 
MC ACBD 8 
MB -48C _ 1 有 3 
MHD AADC 
这 就 证 明了 AC 与 BD 相互 平分 。 再 用 共 边 定理 得 
AMAB MA_| 
AMBC MC 
即 态 MAB = 入 MBC。 其 余 可 类 似 证 明 。 口 
这 里 ,实际 上 己 证 明了 “平行 四 边 形 对 角 线 互相 平 
[ 例 5.3.2] 如 图 $-8， 
入 ABC 的 两 中 线 4D、BE 交 
于 型 ,求证 : 
AM =21D。 
证 明 : 由 共 边 定理 及 题 
设 条 件 可 知 /一 
B D C 
AM _ AABE _ABCE , 
MD ABDkE AHDE 
图 5-8 


即 得 要 证 等 式 。 口 

这 实际 上 证 明了 "三 角形 三 中 线 交 于 一 点 ”。 这 种 证 
法 既 简 单 ,需要 的 预备 知识 叉 少 。 

[ 例 5.3.3] 如 图 5-9, 在 入 ABC 内 任职 一 点 了 P, 连 


A 


油 于 的 潮 的 联 基 二 忆 


只 霓 学 裁 育 到 教育 数学 


结 AP、BP、CP 并 延长 ,分 别 交 对 边 于 D、E、F。 求证 : 


PD PE PF 
A BE CF 


= lo 


证 明 : 由 共 边 定理 
pp APBC peE APAC pF APAB 


pp pE PF APBC APAC APAB 
AD + BE + CCF” AABC ABC ' AABC ™ 


[ 例 5.3.4] 在 例题 5.3,3 条 件 下 ,求证 ， 


AF ,BD .CE  ) 
BF CHAE * 
证 明 : 由 共 边 定理 


AF AAPC Bp AAPB cE ABPC 


BF ~ ABRPC'CD YY AAPC'AE ™ AAPB 


00 


名 


五 、 平 记 几何 的 另 一 案 新 路 


[ 例 5.3.5] 如 图 5-10， B 
在 六 4BC 的 两 边 48、AC 上 分 


别 取 两 点 P、0。 已 知 去 = A， 


F 
全 =， 设 PC 与 80 交 于 呆 ， ppd 
人 过 
0 
求 2f& 的 值 。 
MB 5-10 :1 
解 :由 共 边 定理 ， 0 
MO_ACMO AcHe 人 CH4 2 
MB ACHMB ACHA ACMB 4 
一 CW, PA 一 4 - 门 ， > 上 
人 19? 人 
2 全 入 全 出 
若 不 用 共 边 定理 ,此 题 就 颇 为 棘手 。 2 


Pn 8 本 

eh 
Re 
re 
a 


[ 例 5.3.6] 如 图 5~11, 在 人 ABC 的 3 边 BC、C4、 2 


分 AF BD CE 求 i 
占 J . 
AB 上 上， 别 束 3 3 DE\ Fo 和 FF [A FEN = 二， 证 ; 


直线 、BE、CF 交 于 8 
一 点 


AF 
证 明 : 设 = Ah， 
BD CE 
Lp = PAF = Ho CF D 
与 BE 变 于 财 , 4D 与 
BE 交 于 MM , 由 例题 5 E 4 
5.3.5 的 缚 论 可 知 


er 
i 
er 
mm 
了 
TO 


图 s- 1i 


G7 


浊 泗 六 的 入 让 台 扩 轴 生 


姑 雪 学 新 育 到 才 育 数学 


ME _ ap ME CD AE 1 


MB T+r'MB 


、 
由 题 设 Aup=1 知 hy = 二 ,于 是 
ME _ M'E 
MB M'B" 


可 见 机 与 必 ' 重 合 , 即 三 线 共 点 。 

[ 例 $5.3.7] 如 图 
5-12, 在 入 4B CC 的 3 边 
上 分 别 取 3 点 D、E、F， 
使 BD = ACD, CE = uAE, 
AF = pBF。 和 连接 AD、 
BE、CF 分别 交 于 P、0、 
玉 。 求 和 POR 的 面积 。 


图 5-12 解 : 设 入 ABC = 5 ,由 


AABC ABCO AACO AABO 
ABCO ABCO ABCO ' ABCO 


= | +-11+ + 了 
四 


A BCO 


去 、 孚 画 玫 何 的 另 一 委 新 路 


于 是 可 以 求 得 


APOR=8- -4 E 


SS $$- Ss 
l+A+An TI + 六 二 PP l+p+Aa 


(1 - hp A ABC 
1+AtAUIEd+Y THpHTL+R+ 了 下) 


口 
这 个 题目 的 一 种 特殊 情况 颇 为 有 有 趣 , 当 DD、 上 .站 是 3 


边 的 3 等 分 点 , 即 += = p =2{ 或 也 ) 时 ,人 POR 恰 为 
A ABC 的 二 。 


[ 例 $.3.8] 如 图 
5-13, 若 P.O 两 点 在 
直线 妇 的 同 侧 ! 即 线段 
不 与 直线 4B 相交 ) ,五 
在 线段 PO 上 , PR = 
APO , 试 证 明 图 5- 到 


ARAB = A OAB + (1 -AP4B。 
证 明 : 设 四 边 形 PQBA 面积 为 $, 则 


ARAB = 5- APRA- A ORB, (1) 
APRA=A(S~ AQAB), (2) 
A ORB = (1~4)(S -~ APAB), {3) 
把 (2)、(3) 代 入 (1) 得 
ARAB =5 -A(S- AO0AB)}- (1 - Al(S -~ APA4B) 
= ANOAB + (1 - i)A PAB, 口 


例题 5.3.8 又 是 一 个 很 有 用 的 命题 , 它 可 立刻 推出 
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内 数学 孝 彰 到 才 育 数学 


[ 例 5.3.9] 设 线段 MN 不 与 直线 司 相交 , 则 
MN /AB 的 充分 必要 条 件 是 人 MAB = 人 AP。 

证 有 明 : 不 炉 设 太 M4B 
宇 人 NAP, 

充分 性 :用 反 证 法 。 
设 MN 与 48 不 平行 ， MN 
延长 后 交 4 于 上 L( 如 图 


图 5- 14 5—14)6 
由 共 边 定理 ， 
AMIB ML 
ANAB MN” 


与 太 MA4B = 入 NAB 记 眉 ,这 证 明了 MN/ AB。 
必要 性 ; 由 假设 入 M4B 宇和 作 NAB,; 下 证 人 MAB > 
六 NAB 不 可 能 。 因 为 车 六 4B > 入 NAB, 则 直线 MN 与 
AB 必 相 交 。 圳 实 上 ,对 于 MN 延长 线 上 人 和 任 一 挟 Py 记 A = 
2 各 ,由 例 5.3.8 可 知 
ANAB=AAPAB+ (1 -AA MAB, 


NAB 
和 MAD 


入 上 式 , 可 得 入 PA4B =0, 即 站 线 4B 与 MN 交 于 P。 这 与 
AB A MN 蔬 悄 ,所 以 和 太 MAB > 六 NAB 不 可 能 ;, 即 入 HB = 


{ 因 和 六 NA4B < 和 六 48, 故 这 是 可 能 的 ) 代 


了 肥 A=1- 


ANAPo 


由 当然 ,HA 的 定 光 如 常 一 一 直线 MN 与 直线 45 万 公共 点 。 
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卫 、 平 夯 见 谷 航 另 一 要 新 加 


[ 例 5.3.10] 如 图 5- 
13, ABCD 为 凸 四 边 形 ,在 
4B、BC、CD、 D4 边 上 硕 次 


HC 


FB 
发 太 下 五, 使 宁 = 丙 


,EC_ ED 
-A FI KGE 与 


RH 交 于 PP。 求证 . 


Pe PH 


PE PF YY Ae 


证 有 明 : A ECC = 所 ABCB = pA EcB, 


A ECD = FoA ECA = jg A EGA, 
于 是 由 例题 5.3.8 得 


| I 


1 + 和 


-si scrhi A eo) 


= A FEC, 


即 可 由 共 边 定理 推 得 


phy ANHEG 
PF AFEG 六 


间 理 可 证 


A ECD 


PC 

PE = 4° 
[ 例 5.3.11] 如 图 $5- 16， 
在 态 ABC 的 两 边 AB、AC 上 分 


弄 取 两 点 如 .0 ,直线 RO 交 BC 图 5-16 


?1 


并 抽 了 了 其 古 本 


从 数学 才 育 到 才 育 数学 


的 延长 线 于 Po。 求证 : 
AR BP CO 
BR CE AO 
证 朋 : 由 共 边 定理 知 
AR AAPQ Bp 人 ABPQ c ACPO 


一 一 一 一 二 


ABPO'CE Acpo' 4 ‘AAPQ® 


= lo 


BR = 


三 式 连 对 , 即 得 所 要 证 明 的 结论 。 


[ 例 5.3.12] 如 图 


和 和 - 17, 凸 四 边 形 ABCD 
的 两 边 48、DC 延长 后 
4 \ 交 于 上 , CB、 DA 延长 后 
SN 交 于 K。 对 角 线 4C、 
人 BD 的 延长 线 分 别 交 直 
“ 六 5 线 配 于 6、P。 求证 ， 
图 5 LF: KF = LG: KGo 
证 有明 :由 共 边 定理 


KF AKBD AKBD A KBL _ DC. 
LF 


_A4DC.A4KC -和 AKC _ KE 口 
ANAC AADC AALC IC | 
上 面 所 举 的 例子 都 属于 共 边 定理 的 应 用 。 从 下 面 的 
例题 中 我 们 可 以 看 出 , 共 角 定理 在 解 题 过 程 中 表现 也 不 
逊色 。 
[ 例 5.3.13] 大 4BC 中 一 8= 二 CC, 求 证 : 
= 4C。 
证 明 : 因 入 BAC 与 六 CB4 为 共 角 三 角形 , 故 


?2 


五 、 孚 画 几 何 的 另 一 秦 新 路 


,BC _ BC'AB 4B 口 
~ ACAB BC AC 4452” ? 
这 个 证 法 妙 在 把 同一 个 三 角形 看 成 两 个 ! 这 是 此 命 
题 所 用 预备 知识 最 少 的 简单 证 法 。 
[ 例 5.3.14] 在 入 ABC 和 和 APC 中 ,4A= 帮 4A’， 
了 B= 人 LB8', 求 证 : 


AABC AB:AC BA:BC C4:C8 
AABC AB*AC BA*BC ~ CA :OB 
约 简 后 即 得 所 要 证 有 明 的 等 式 。 [DD 


项 武义 教授 在 《几何 学 的 源 起 与 发 展 ) 一 书 中 称 上 列 
命题 为 “相似 形 基 本 定理 ", 用 若干 贡 的 篇 旺 曾 述 了 这 一 
定理 的 传统 证 法 ;而 我 们 用 面积 方法 ,随便 就 得 到 了 它 | 

[ 例 5.3.I5S] 设想 是 入 ABC 中 4 的 平分 线 , 求 

AB BD 


AC ~ Ch" 
证 有 明 : 因 为 入 ADC 和 六 ADB 是 共 角 三 角形 , 故 


[ 例 5.3.16] 如 图 5-18, 在 六 4BC 的 AB 和 AC 边 
上 分 别 取 点 D、E;, 使 = AE。 叉 设计 是 BC 的 中 点 ， 
4 型 与 DE 交 于 No 求证 : 
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过 注资 本 沟 和 末 凑 贡 和 司 


上 内 数学 坟 育 到 才 育 数学 


Dy _AC 
NE AB® 
证 明 : 由 共 角 定理 


AAND 4N ,4 1 
AABM 4384H 


AANE AN. AE 
AACHN AC* AM°® 


图 5-18 (1) : (2) ,并 注意 到 BM = MC， 


(2] 


AD = AE, A\ ACM = 入 ABM 得 


ND A AND 区 站 
NE AANE AB* 


此 题 也 可 用 共 边 定理 来 向 ， 
AADMY AADM AABM A ACH 


ND 
AAEM AABM AACM A AENM 


NE 


AD.BH.AC_AL 
“HB CH AE AB* 
[ 例 5,3.17] 如 图 5-19, 自 己 点 作 4 条 射线 P4、 


五 、 平 而 几 衙 的 另 一 要 新 引 
RE 


PB、PC、PD, 使 4、B、C、D 在 直线 1! 上 ,而 直线 i, 与 这 4 
条 射线 顺 次 交 于 A、8’、C'、D’。 求 证 ， 
A'B’': CD AB:CD 
BO AD ~ 4 
证 明 : 由 共 角 定理 
APA'B' : APCD’ .APBC. APAD 
APAB* APCD. APBC’ + APAD’ 


_PA’-PB’ PO:PD PB+:PC PA.PD 
~ PA-PB PO. PD PB’. PO PA. PD 


= |]。 (1) 
重 排 {1) 的 左 端 得 
APA'B APC'D’ APBC APAD 
ABID APBC APAB APCD 
_ 4B*CD’. BC'AD 
AD*BC AB':CD® 
比较 (1) 与 12) 得 


A'B'*CD BC AD 
DBC ABCD 


即 得 要 证 等 式 。 
[ 例 5.3.18] 如 
4-20, 在 和 A4BC 的 边 48B、 
BC、CA 上 分 别 取 村、 大、 了 
Lo 求证 :六 4 、 入 有 HK、 


从 CE 中 至 少 有 一 个 面积 


(2] 


1. 


1 


Es] 


汪 油 竺 业 册 政 联 半 用 妨 


具 数 学 才 育 到 裁 育 数学 
四 NI 
证 明 : 设 AM = A48, BK = ABC CL = pCA, 则 BM = 
(1 A AB KE= (1~- ulBC AL= {1- plAC, 
由 共 前 定理 
AAML 4 有 ， AL 


类 似 地 
A BHE BM BK 
AAapC = AB- BC = *ll~ 4) 2 
A CEL Ck» CL 


{1) x (2} x (3) 得 
AAML ABHK ACK 
AABC AABC AABC 
= A) pll- pn) :pll-p) < (5#) o 
这 个 结论 的 推导 是 简单 的 ,根据 


1 1 1 1 
z0 -zj = 可 -[(z -了 所 十， 


便 知 左 端 3 个 因 式 中 至 少 有 一 个 不 大 于 地。 
[ 例 5,3.19] 和 如 疼 5-2]1, 设 AM 是 人 ABC 在 8 边 
上 的 中 族 , 任 作 一 条 直线 分 别 交 4B、AC、AM 于 P.Q、No 
、 AB ANM AC 
求证 ,4 ,A *46 成 等 基数 列 。 
证 上 明 : 用 共 角 定理 


五 平面 几何 的 另 一 志 新 加 


月 
0 
8 Ey, C 
图 5--21 

AAPN ap AN 

A ABM 一 AB “4 {1} 

和 A AON _ 40 _ AN (2) 

AACHN ” AG AM” 

人 1) + (2) ,并 注意 到 


A ACH = A ABM = AABC, 


得 AN (AP , A0) ,APN + AAON 
太古 “本 TA pe 
2 


由 (3}) 解 出 
AM 1iAP A AB-AC _ 1 
售 = 了 4 短 + 乱 |) > 逢 : 和 = 到 (条 + 舟 
这 和 要 证 的 结论 等 价 。 
[网 5.3.20] 如 图 -22, 在 凸 四 边 形 4B8CD 中 ,已 
知 AB = CD, 玉 .FF 分别 是 入、BC 的 中 点 。 延 长 出 、CD， 


讽 训 杰克 对 苏 不， 


妈 数 学 攻 育 到 才 育 数学 


0 

Fr 
D 
4 
B z 性 

图 S$- 22 

分 别 交 EF 的 延长 线 于 P、.Q。 求证 : 
PA = Ono 


证 明 : 根 据 共 角 定 理 可 得 下 列 等 式 : 


AEPd Fp. Fd EP 


AD “两 7 而 ”而 : 


AFOC FORPC FQ 
AFph FP FB FP 


OED _ EQ : DO 
AOFC FO: CO 


APFB Fp. BP 
APEA EP'AP” 


(1) x (2) x (3) x {4) 得 


| DO . BP 
-Co 三 。 


记 1= 4B = CD, 由 (5) 得 
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(4 


(5) 


化 简 即 得 PA = 0D。 国 
此 题 用 共 边 定理 解法 如 下 : 
CO _ ACEF ABEF BP 
此 即 上 列 15)} 式 ,由 它 可 得 BP = CO{ 用 4B8 = CD)。 
[ 例 5.3,21] 如 图 5-23, 设 圆 内 两 弦 A8、CD 交 于 
五 ,求证 : 
PA: PB = PO" PD. 
证 明 : 用 共 角 定理 
AAPD 4p,4D 
AChP PC*BC 
_ Pp AD 
~ PE:BC 
uPA PD 
约 简 后 即 得 = 天: 亦 即 


PA* PB = PC* PDo 口 


当然 ,这 个 命题 也 可 用 相 

做 三 角形 来 证 。 但 用 共 角 三 角 

形 证 明 ,不 仅 减少 了 中 间 推 理 

[建立 相似 三 角形 判定 法 ) ,而 4 

且 避 免 了 辨别 相似 三 角形 对 应 | 
边 的 麻烦 。 

[ 例 5.3. 和 2] ( 湖 虹 定理) 

如 图 5 -24, 设 加 内 的 弦 4B 的 

中 点 为 大 ,过 肌 任 作 两 强 CD、 图 5_24 


ry 


从 数学 数 育 到 夫 育 数学 


EF。 连 CE、DF 分别 交 AB 于 GG、Ho 求证 : 


ME = MH 


证 明 : 把 图 中 所 标 出 的 4 个 三 角形 循环 相 比 、 连 乘 ， 
届 用 共 角 定理 及 例 5.3.21 的 结论 


和 Al A2 A3 Ad 


”A2 A3 A4 Al 


GC MG MEF* MH ME*: GE MD" MH 
HFMF ME MG MD-: 而 MG- MC 


_ MH GC*GE_ MH .GA* GB (1) 
-ye HF HD™ Me HA HE? 


设 WA4A= MB= aMH= x MG=Y,M GA=a-y,6B 


=at+yiHB=0a-x,HA=at+x; 则 {1) 式 可 改写 成 


x {a -yy) = yl(a -x )o (2) 


化 简 12)] 式 ,得 ax* =a y, 即 x=y, 也 就 是 MG = MH。 


名 


口 


蝴蝶 定理 的 另 一 种 面积 证 法 更 为 直接 ; 
NE, EH ， 


ME 


A MEC ADBF ADBF MC* ME 
AAFC ADMF AAEC MD: MF 


ADBF AABC ME ADBF AABC 慎 所 
-AAEC AADB ME AADB AAEC MF 


FB'DF AB: BC ME FB ,DF BC ME 
ABAD AE'EC ME “AE CE AD MF 


BM MF ME ME _ BM 


i La el =1, 


“ME MC AM NMF AM 


MC . MH 
~HB 


#0 


五 、 平 而 几何 的 另 一 味 新 路 


即 Me _ MH , 
a- Me a- MH 
从 而 得 到 MG = MH 口 
蝴蝶 定理 是 初等 几何 著名 难题 之 一 ,利用 共 角 定理 
证 明 , 不 仅 简 单 明 了 ,还 不 用 作 辅 助 线 。 这 一 证 法 把 共 角 
定理 的 作用 发 挥 得 淋 泪 尽 致 ,充分 体现 了 面积 法 的 攻坚 


能 力 。 


5.4 这 辑 展 开 


在 我 们 用 众多 的 例题 展示 了 共 边 定理 与 共 角 定理 的 
广泛 应 用 之 后 ,就 可 以 回 过 头 来 ,把 我 们 的 基本 工具 一 一 
共 边 三 角形 与 共 角 三 角形 ; 同 欧 几 时 得 的 基本 工具 一 一 
全 等 三 角形 与 相 做 三 角形 作 一 个 粗略 的 比较 。 

" 共 边 三 角形 "与 " 共 角 三 角形 ", 作 为 基本 工具 有 什 
么 好 处 昵 ? 

其 一 是 通用 性 。 从 统计 学 观点 看 , 任 给 几 个 点 连 成 
冯 线 ,出 现 一 对 全 等 三 角形 或 一 对 相似 三 角形 的 机 会 太 
少 了 ,概率 为 G。 所 以 想 利用 "全 等 "、“ 相 似 " 来 解 题 ,就 党 
常 要 挖空心思 作 辅 助 线 , 凑 出 全 等 三 角形 或 相似 三 角形 
来 。 而 作 辅 助 线 规律 不 好 掌握 ,学 生 会 觉得 无 章 可 循 , 非 
常 困难 。 但 共 边 三 角形 和 共 角 三 角形 却 比比 此 是 ,因此 
它们 的 性 质 到 处 都 用 得 上 。 

其 二 是 条 件 和 结论 的 对 等 性 。 要 证 明 两 条 线段 相 
等 ,常用 的 办 法 之 一 是 构造 一 对 全 等 三 角形 ,使 这 两 条 线 
段 成 为 它们 的 对 应 边 。 但 杰 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 , 却 
要 满足 3 个 条 件 。 这 就 是 说 :为 了 得 到 一 个 等 式 , 先 要 建 
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从 数学 夫 萌 到 坟 育 数学 


立 3 个 等 式 。 这 就 有 扣 不 合算 了 。 而 在 共 边 定理 和 共 痛 
定理 中 , 却 是 从 一 个 条 件 得 到 一 个 结论 。 这 种 对 等 性 往 
往 能 简化 证 明 的 过 程 。 

其 三 是 基础 的 单纯 性 和 表述 的 简明 性 。 共 边 定理 和 
共 角 定理 ,直接 建立 在 小 学 生 已 经 熟悉 的 兰 角形 面积 公 
式 的 一 个 简单 推论 上 ,学 起 来 简单 ,也 容易 记得 牢 。 而 全 
等 三 角形 和 相似 三 角形 的 理论 ,推导 过 程 较 长 ,判定 条 件 
又 多 ,在 可 接受 方面 相对 较 差 。 

但 是 ,就 直接 包含 的 信息 量 而 言 ， 共 边 " 与 " 共 角 "两 
个 定理 , 似 和 不 及 "全 等 "与 "相似 " 那 一 套 东 西 丰富 。 解 决 
某 些 问题 ,传统 的 方法 也 有 它 的 简洁 明快 之 处 ,因此 作为 
宝贵 遗产 的 一 部 分 ,我 们 应 当 把 它 继承 下 来 而 不 是 气 痉 。 

因此 ,我 们 在 共 边 与 共 角 定理 的 基础 上 进一步 展开 ， 
同时 把 "全 等 "与 "相似 "理论 作为 辅助 工具 ,兼容 并 包 , 会 
获得 更 丰富 的 信息 与 更 多 的 解 题 工 具 。 

在 共 边 定理 的 基础 上 ;我 们 已 经 建立 了 非常 实用 的 
命题 

定 比 分 点 公式 ” 若 P、Q 两 点 在 前 线 48 的 同 侧 ,RR 
在 线段 PO 上 ,RP = APQ。 则 有 

ARIAB = AAO0AB + (1 - A)A PAB, 

这 就 是 已 经 证 明 过 的 例题 5,3.8。 我 们 简单 地 应 用 
定 比 分 点 公式 ,可 得 到 平行 与 面积 的 关系 。 

傅 题 5.4,1 设 型 .上 两 点 在 直线 4 的 同 侧 , 则 
MN /4B 的 充分 必要 条 件 是 入 MAB = 入 NAB。 

这 是 上 一 小 节 已 证 明 的 例题 5.3.9。 现 在 ,我 们 马上 
就 可 以 推出 欧 几 里 得 的 "第 五 公设 "了 。 但 在 这 里 , 它 可 
以 不 作为 公理 而 作为 定理 。 


&2 


五 平面 几何 胸 舅 一 宗 新 路 


欧 几 里 得 平行 公理 ”过 直线 48 外 一 点 P, 有 有 旦 仅 有 
一 条 直线 PQ 平行 于 AB。 
证 朋 ; 如 图 5 -25, 和 连 
结 PB, 设 PB 中 点 为 
于 ,和 连 4A 有 延长 至 0, 使 
MO = AM ,My 
AABO =2A ANMB 
= 六 ABP, 
故 POA4B。 这 证 明了 图 5- 25 
过 P 可 作 48 的 平行 线 。 
再 证 明 惟 一 性 。 如 果 1 是 过 的 另 一 条 平行 线 , 不 
妨 设 与 BQ 的 交点 他 在 B、Q 之 间 , 这 时 A OAB < 入 P48， 
于 是 1 不 与 4 妇 平行 。 口 ] 
有 了 这 条 命题 , 按 传统 方法 ,马上 可 以 推出 平行 线 的 
内 铺 角 .同位 角 、 同 旁 内 角 等 判定 方法 。 鉴 于 目前 的 教科 
书 上 已 不 提 肥 中间 的 推导 过 程 , 我 人 不妨 在 这 里 列 出 来 ， 
以 方便 读者 学 习 。 
命题 5.4.2 两 直线 48B、CD 和 另 一 直线 1 交 于 P、 
48, 若 同位 角 相 等 , 则 AB/ CD。 


图 5- 3235 
证 明 : 如 图 -26, 若 直线 好 与 CD 交 于 点 于 , 取 PO 
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六 消 讲 耻 欠 的 开 法国 导 


从 数学 才 育 到 闵 育 数学 


中 点 六 ,图 形 绕 于 旋转 180°, 则 P 转 到 8, 直线 4B 与 CD 
换 位 ,而 交点 着 变 为 交点 Y。 这 样 , 峭 直 线 就 交 于 两 点 
了 , 故 4B8、CD 不 相交 。 [] 

再 利用 平行 线 的 惟一 性 , 便 可 推出 " 若 A8 A/ CD, 则 
它们 被 男 一 直线 所 截 时 ,其 同位 角 相 等 "。 这 是 内角 和 
定理 "的 根据 。 

在 我 们 的 体系 中 ,不 用 旋转 的 概念 ,也 能 获取 平行 线 
的 这 条 性 质 。 我 们 可 以 从 共 角 定理 出 发 ,开辟 另 一 条 战 
线 。 

定 久 5.4.1 项 角 为 ef0e 大 e 关 180), 谭 长 为 1 的 等 
腰 三 角形 ,其 面积 记 作 $fa)j。S(ai} 的 2 倍 叫做 = 的 正 
弦 , 记 作 sina 。 

有 了 这 个 定 关 ,我 们 就 可 以 从 共 角 定理 得 到 二 角形 
面积 公式 。 

命题 5.4.3 ”对 任意 三 角形 六 ABC ,有 


ABC = 地 bcsinAd = acsinB = obsinCo 
证 明 : 在 共 角 定理 中 ,又 一 4' =A,A4'8’ = 1， 
40 =1, 立 刻 得 
AABC = AB* AC AA'B'C’ = 4 4C SI4) 
= besind’ = 本 Besin4。 口 


这 样 的 正弦 定义 ,和 定义 4.3.1 当然 是 一 致 的 。 如 果 
我 们 约定 单位 正方 形 面积 为 1, 顶 角 为 0 或 180° 的 等 腰 三 
角形 面积 为 妖 , 立刻 可 知 下 列 一 些 性 质 。 

正弦 函数 的 基本 性 质 

(1) sin0? = 5inl805 = Desin90 = 1o 
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[2) 对 Oa 人 e180 有 sina = sin( 180° 一 ju 
{3) 当 Osa <f,B oa+f<180°, 有 sina < sinp: 
当 90° Ea < BEIBO°, 有 sina > sinfe 
(4) 当 OPsa180°,0° 和 F180°, 有 目 保 当 a=8 或 
x+ 月 =180* 时 , 才 有 sina = sinp。 
这 几 条 性 质 中 ,ff1) 由 定义 得 出 ,12) 的 显然 性 由 


图 5-27 可 知 : ce 
sing =2A ABC 
=2A ACD 
=sin(i80P -a), . 180°-& 
而 {3) 已 在 例 4.4.2 中 加 以 证 ?2 TT 一 8 
明 ,(4} 则 是 (3} 的 推论 。 有 了 图 $_ 7 
(4) ,就 能 由 回 积 确定 衣 度 了 。 


于 是 , 共 角 比例 定理 可 以 完善 成 为 

命题 5.4.4 若 和 486C 与 A4'B'C' 中 ,有 4 = 一 机 
或 C4+ 忆 4 = 180", 则 0 -各 从 反之 ,着 这 
个 等 式 成 立 , 则 一 4 = 了 和 或 A+ 人 A' = 180?o 

从 此 ,我 们 有 了 一 个 证 明 两 角 相 等 或 两 角 互 补 的 工 
有。 1 

现在 书 妇 正 传 , 继 续 转 Pp 一 
向 对 平行 线 的 斌 究 。 

命 亨 5.4.5 PO/ 4B， 
若 直 线 1 与 48 垂直 , 则 也 , 
和 PQ 垂直 。 

证 明 : 如 图 5- 28,1 交 图 5-28 


5 


具 数 学 才 育 色 坊 育 数 学 


4B 于 六, 交 PO 于 No。 用 反 证 法 设 人 NMB = 90*, 而 
MNO 90°, 过 WNW 作 PQ 之 垂 线 交 48 于 3。 在 PO 上 取 
并 于 NN 的 点 下 ,由 POW AB 得 


KN SN = A KNS = A KNM 


- 3 KN* MNsin/ KNM, 


5 SM* MN = A SMN 


= 3 5M: SNsin NSM ., 


两 式 化 简 分 别 得 到 SN = MNsin KNM < MN 和 MN = 


SWsin NSM < SN ,这 二 者 是 矛盾 的 。 [J 
于 是 立刻 得 到 
推论 5.4.1 着 直线 i 中 上 Bb i, 则 
/lo 


推论 5.4.2 平行 线 处 处 等 距 。 

推论 5.4.3 车 直 线 放 AD 而 访 与 记号 相 截 , 则 内 
错 角 相等 。 

证 明 : 如 图 5-29, 不 妨 设 4 不 与 1、4 垂直 ,1 分别 
交 关 于 4、8。 过 4 蜂 作 的 垂 线 , 分 别 交 万、 
2 于 P、Q。 由 命题 $5.4.5 可 知 PA 
| PB, 十 是 

ABAP APAB PpA'PB 

AABG Ad PA'Q4 

OA AB® 
应 用 命题 5.4.4, 可知 乙 PEBA 


[1] 


五 、 平 而 几何 有 移 浪 一 条 新 路 


和 B40 相等 或 互补 , 因 两 者 都 是 锐角 , 故 PH4 = 

A 840。 口 
再 应 用 平行 线 的 惟一 性 ,可 知 推论 5.4.2 的 道 命 题 也 

真 。 "三 线 八 角 "的 平行 判定 便 有 了 。 重 要 的 剂 产品 是 

推论 5.4.4 三 角形 内 角 和 等 于 180*。 

这 样 ,我 们 表明 了 一 个 事实 :从 我 们 的 基本 命题 (如 
图 5 - 3] 出 发 , 确 能 导出 内 角 和 定理 。 这 也 并 不 新 鲜 ,高 
斯 早已 指出 :“ 只 要 承认 平面 上 有 面积 任意 大 的 三 角形 ， 
就 能 导出 平行 公理 。" 我们 的 基本 命题 当然 蕴含 了 "有 任 
意 大 的 三 角形 "这 一 事实 。 

当然 ,在 实际 教学 中 不 一 定 采 用 这 种 迁 回 的 方法 。 
从 平行 线 的 惟一 性 着 手 , 用 传统 方法 推出 内 角 和 定理 是 
可 取 的 。 

有 了 以 上 的 准备 ,再 向 前 ,我 们 便 可 以 像 定义 4.3.2 
那样 ,导出 正弦 定理 .正弦 机 法 定理 . 余 孩 定义、 余弦 定 理 
以 及 三 角形 全 等 或 相似 的 判定 定理 。 陪 有 不 同 的 是 ,我 
们 这 里 建议 再 添加 一 条 有 用 的 命题 又 一 个 到 处 用 得 
上 的 解 题 工具 。 

张 第 公式 由 中 发 出 的 3 条 射线 PA、PB、PC, 使 
ApPC=aCCPPB=RAdB=a+p<cI 则 4、 了 7 
3 点 在 一 条 直线 上 的 充分 必要 条 件 是 

sn +A 中 - P+ spn, (5.4.1) 

证 阴 ; 这 个 命题 的 证 明 , 用 的 是 典型 的 面积 方法 。 

如 图 5-3 了 0, 如 果 4、8、C 共 线 ,有 

APAB=AlL+AL, (5.4.2) 


用 三 角形 面积 公式 ,可 得 
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从 数学 夫 育 到 才 育 数学 


图 $- 30 


1 pa: PBRsin(o + 8) 


一 


Pd4*，PCsine + 二 PB* PCsing, 


2 
两 边 同 除 以 二 PA* PB* PC , 即 得 所 要 的 (5.4.1) 式 。 


反 过 来 ,车 15.4.1) 式 成 立 , 两 边 同 乘 了 P4* PB* PC 


即 得 (5.4.21 式 ,这 表 央 
AABC =IAPAB-AT-AHI:=0, 

也 就 是 说 A4、B、C 共 线 。 口 

在 疼 5-30 中 , 取 PC1 48, 由 张 角 公式 立刻 导出 正 
蚤 加 法 定理 。 取 PB」 AB, 并 设 a+P=xB=y, 则 a = 
x -7 了; 则 由 张 角 公式 可 推出 正 纺 减法 定理 。 

张 角 公 式 的 竟 多 应 用 ,将 在 下 一 小 节 专 门 加 以 介绍 。 
现在 ,我 们 花 不 多 的 篇 幅 来 谈 谈 图 。 

对 圆 的 研究 ,是 平面 几何 人 壹 辑 展 开 过 程 中 的 一 个 高 
潮 。 有 了 圆 ,几何 的 应 用 才 更 加 广泛 ,几何 题目 也 更 加 让 
富 多 彩 。 

传统 教材 中 ,有 关 图 的 章节 出 现 得 较 上 晚 。 这 不 仅 是 
由 简 入 繁 的 自然 趋势 ,也 是 逻辑 的 需要 。 因 为 研究 圆 的 


五 、 平 夯 几 何 的 另 一 素 新 路 


性 质 要 用 到 全 等 三 角形 和 相似 三 角形 ! 例 如 弦 切 割 定理 
的 证 明 , 便 要 用 到 相似 三 角形 }。 

我 们 却 不 必 如 此。 有 了 共 角 比例 定理 、 共 边 比 例 定 
埋 和 三 角形 内 角 和 定理 , 便 能 直接 进入 这 个 丰富 多 彩 的 
领域 了 。 这 又 体现 出 放射 型 逻辑 结构 的 特色 。 

关于 图 ,有 许多 的 定理 。 哪 个 是 最 重要 的 交通 枢纽 
有 昵 ? 这 是 我 们 首先 要 解决 的 问题 。 

我 们 认为 ," 同 强 上 的 图 周 角 相 等 ", 即 所 亩 的 "加 内 
角 定 理 " ,在 重要 性 上 首届 一 指 。 因 为 
(1} 统计 表明 ,在 解决 几何 问题 时 它 被 使 用 的 频率 最 
高 。 

{2)】 从 逮 辑 上 讲 , 它 完全 刻画 了 策 的 性 质 。 冉 它 可 以 
蹇 不 费力 地 推出 其 他 有 关 加 的 定理 。 

{3] 它 本 身 不 容易 被 其 他 已 知 的 定理 所 代替 。!( 例 如 
"垂直 于 纺 的 直径 平分 此 弦 "这 条 定理 ,就 容易 被 "等 历 三 
角形 底 边 上 的 高 与 中 线 重合 "所 代替 。) 

于 是 ,引入 区 的 定义 之 后 , 先 要 建立 圆周 角 定 理 , 为 
此 需要 两 条 定理 :一 条 是 "三 角形 内 角 和 为 180*”, 另 一 条 
是 “等 愿 三 角形 两 底 角 相等 "。 前 者 我 们 已 经 证 明 , 后 者 
可 由 正弦 定理 导出 ,也 可 以 直接 证 明 。 

命题 5,4.6 等 腰 三 角形 两 底 角 相等 。 

证 阴 : 设 入 ABC 中 48= AC, 则 

A BAC 1 AB * BC 

ACAB 4C。BC 
由 共 角 比例 定理 的 完善 形式 (命题 $5.4.4) ,可 知人 B= 
CC 或 <B+ C=180°, 但 后 者 不 可 能 。 口 
当然 ,也 可 以 用 余弦 定理 或 全 等 三 角形 来 做 ,但 逻辑 
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晤 因 询 轴 因 作 于 六 最 


从 数字 才 育 型 末 育 数学 


路 线 要 长 一 些 。 
圆周 角 定理 就 不 在 这 里 推 证 了 。 贺 周 角 定 理 的 一 系 
列 推 沦 , 可 分 为 3 类: 
第 一 凑 涉 及 与 圆 有 关 的 角 的 度量 ,例如 贺 内 接 四 边 
形 对 角 互 补 、 平 行 驴 所 夹 两 驶 相等 、 弦 切 角 定 理 、 较 内 角 
与 圆 外 角 定 理 等 。 
第 二 类 涉及 与 圆 有 关 的 线段 之 间 的 关系 。 主 要 是 . 
圆 帮 定理 过 扣 P 的 直线 交 辐 于 4、 加 ,圆心 为 0, 半 
径 为 7, 则 有 
PA*PB=|10P -rl|o 
网 需 定 理 的 另 一 形式 是 
弦 切 割 定 理 过 P 点 作 直 线 交 加 于 4、B, 又 作 直 线 
交 贺 于 C、D 则 
PA*» PB = PO. PD, (5.4.3) 
关于 P 在 加 内 的 情形 ,我 们 已 作为 例题 { 例 5.3.21)} 
在 前 一 小 市 给 出 。 其 实 ,我 们 可 以 用 共 角 定理 ,对 P 在 图 
内 、 圆 外 的 情形 统一 证 有明 。 如 图 5 -31, 不 论 哪 种 情形 ,在 
六 APC 与 人 DBP 中 ,总 有 4= D1 了 B= 人 GC, 由 共 角 


—“— 


五 、 间 而 几 条 有 拘 另 一 琳 新 路 


定理 可 得 
4C ,4P _ AACP _ AC. PC 
DBrDP ADBP DB: PPR”* 
两 端 约 去 外 , 即 得 所 要 的 (5.4.3} 式 。 这 种 证 法 并 不 排除 
A 与 8B{ 或 C 与 DD) 重 合 的 情形 。 
这 里 用 共 角 定理 代替 相似 三 角形 ,不 仅 简化 了 整体 
的 逻辑 结构 ,在 细节 上 也 省 去 了 寻找 相似 三 角形 对 应 边 
的 麻烦 。 
第 三 类 涉及 有 关 图 的 线段 与 角 之 间 的 关系 , 主 变 是 
弦 长 公式 ” 若 圆 0 的 直径 为 4, 弦 BC 所 对 的 圆 千 角 
为 BAC = 4, 则 有 BC = dsinA。 
证 明 ; 如 图 5-32, 过 B 作 贺 
0 的 直径 防 , 则 4 与 LD 相等 
或 互补 [ 当 4 在 4' 位 置 时 } ,于 是 


了 BC CD ~ A 人 BCD 


BD: CDainn 


BD* CDaind, 


两 端 约 去 子 CD , 即 得 


BC = BDsindo 吕 ] 

对 于 BD = 1 的 情形 , 弦 长 BC = sin4。 这 个 等 式 给 
"正弦 "这 个 名 词 以 生动 的 解释 。 

至 此 ,我 们 都 还 没 提 到 过 切线 。 其 实 , 关 于 切线 的 一 

些 履 质 ,可 以 作为 图 周 角 定理 、 图 禹 定 埋 和 弦 长 公式 的 推 


| 


沁 洪 这 衣 对 的 束 梁 青 妆 


从 数学 裁 育 到 坟 育 数学 


论 。 倒 如: 纺 切 角 定 理 是 圆周 角 定 理 的 特 鲁 ; 贺 才 定理 中 
当 有 4 与 B 重合 .上 且 人 与 
4 CC 重合 时 , 便 成 了 * 自 贺 


7 外 一 点 所 作 的 两 切线 等 
| 
a 


长 "。 
不 过 ,我 们 倒 可 以 借 
图 5-33 


计算 切线 长 度 的 机 会 , 引 
入 男 一 个 重要 的 三 角 浮 
数 一 一 正切 。 

如 图 5- 33; 在 直径 
为 4 的 图 中 有 弦 48, 过 4、8 分 别 作 甘 的 切线 相交 于 上 D， 
记 AD = BD = 1, DAB = /DBA= ACB=a, 则 AB = 
dsinoo 由 


7sin(180° -2a} = AABD = 31 " AB * sina ， 
媳 ] lr2aing "cone = dsino "sina; 
J _ dsina 
可 得 2 oD 
在 上 式 中 出 现 的 式 子 二 之 是 十 分 有 用 的 ,我 们 给 它 


一 个 记号 tana , 称 为 正切 。 
命题 5.4.7 比值 sa< 叫做 角 e 的 正切 ,记号 是 


tana = > (ago0<as1l180)。 
cosd 


正切 的 便 数 叫 敌 余 切 ,记号 是 


cota = Se (0° < a < 180°)。 
sina 


记号 sina .oosa ,tane cota 的 引入 ;可 以 简化 几何 学 
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五 、 平 而 几何 的 为 一 奈 新 路 


中 推理 的 表述 ,但 不 改变 推理 的 实质 。 有 关 三 角 函 数 的 
一 切 推理 ,总 可 以 归结 为 关于 正 纺 的 推理 。 而 正 纺 , 不 过 
是 一 块 特定 面积 的 代号 。 这 说 明 解 几何 题 的 三 角 法 ,总 
可 以 还 原 为 " 纯 "几何 法 ,特别 是 还 原 为 男 积 法 。 

有 了 正切 之 后 ,我 们 还 可 以 从 图 5-33 中 发 现 一 个 有 
趣 的 事实 。 

命 筷 5.4.8 在 直径 为 4 的 加 中 有 : 

辆 间 和 角 a 所 对 的 缠 长 = dx a 的 正弦 。 

辐 周 角 a 所 对 的 弧 长 = d x a 的 弧度 。 

贺 周 角 a 所 对 的 切 折 钱 长 = dd x & 的 正切 。 这 里 ， 
“ 切 折线 长 " 即 图 5- 3 中 4D+ DB =21。 

关于 正切 与 余 切 的 性 质 和 有 关公 式 , 以 及 解 三 角形 
的 正切 定理 ,这 里 不 车 述 。 

利用 弦 长 和 和 切 折 线 长 的 计算 公式 ,容易 得 到 

命题 5.4.9 直径 为 4 的 圆 中 ,外 切 正 n 边 形 的 周 长 
上 , 和 向 积 $. 分 别 为 


L, = ndtan — (nm 之 3)， 
， 2 避 
S, = tan [n > 3}0 
天 
而 内 接 正 n 边 形 周 长 和 面积 s 分 别 为 
1 = ndsin 180° {nn 产 31， 
3 = sin 2G {fn 2 4), 
于 是 立刻 知道 
命题 5.4,10 设 直径 为 4 的 圆 面积 为 $5, 则 当 m 基 3 时 
之 2 
ne gin = 5 < SS < $= tan 50 
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只 数 学 才 育 到 裁 育 数学 


车 以 r= 广 d 记 半径 ,S(r) 记 半径 为 + 的 圆 的 面积 , 则 有 


他 sin360 < Sr < nr'tan -rr (#23)o 
(5 .4.4) 
于 是 ,单位 圆 面积 8{1) 满 足 不 等 式 
ntan 工作 > Sil > sin To (nn 半 3}o 
(5.4.5) 
把 (15.4.4) 式 和 ($5.4.5) 式 相 比 ,得 到 
: 2 180° Ss{r) 2 (5.4.6) 


1 
1 
LE 本 


我 们 由 此 不 等 式 来 推出 Sr = vz。 用 rr 除 (5.4.6) 


S11) 
式 , 再 减 去 1 可 得 : 
2 180° 号 f 
cos 一 一 1 < 5 1 一 了 1 1 (na 关 3]， 
08 ”一 一 
六 
也 就 是 
sin2 Lo 
.2 ]80° Ss{r) 入 
一 Si < erm i* ”1805 (nn 3)o 
COS 
形 
、 SI[r) | 
一 一 -一 一 | = | 
记 FSTT 了 ; 则 
.2 180° .2 TH 
sin 一 sin 一 
0 < ¢d < 8 x tn 3}o 
QB ——— Cos ”一 
及 n 


当 攻关 3 时 ,cos: 开 基 可 , 故 
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五 ， 平 夯 几 何 的 另 一 案 新 中 


2 
0 de2sm Te {nn3)。 
nn 应 殉 


用 反 证 法 。 若 dz#0, 取 n=6| 二 +1]([x] 表 示 % 的 


d 
莫 数 部 分 } 得 
32 1 


OO<d< Gd, 
0 36[ 二 + 1| - (= + 有 
妈 dd< cz, 矛盾 。 这 说 明 z=0, 也 就 是 


Sr _ 
s(t 


即 SIrlj=Sflr。 
命题 5.4.11 贺 面 积 与 半径 的 平方 成 正比 。 
约定 一 个 记号 r= S{1) ,就 得 到 了 圆 面积 公式 
5S{(r} = TFro 
这 个 公式 是 通过 产 格 推理 得 到 的 ,甚至 可 以 说 没有 借助 
极限 概念 。 
至 于 7 的 计算 ,可 以 利用 {5.4.6) 式 得 
180° x 1 


< “1805° 
RStETL 心 六 台 


05 


这 表明 , 当 n 足够 大 时 ,nsin 也 福 可 以 任意 接近 x, 即 


n 


[a 
lim rsin = To 


开 一 十 加 


回 的 周 长 是 多 少 ? 这 涉及 曲线 长 度 的 定义 问题 , 通 
常 我 们 把 曲线 长 定义 为 折线 长 的 极限 。 这 种 定义 方法 有 
个 缺点 :不 能 向 高 维 推广 ,不 能 类 做 地 定义 球 的 表面 积 。 
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内 数学 雪 育 到 教育 数学 
本 一 一 my 一 


我 们 主张 必 面 积 出 发 
定义 曲线 长 床 。 具 体 的 方 
一 条 宽度 为 28 的 带子 。 
设 带子 面积 为 所 ,再 用 下 
列 极 有限 定义 曲线 的 长 度 ! 
(如 周 5 -34). 


i 二 lim 二 一 


sz0 2 
这 样 定义 锡 好 处 足 : 自 然 地 把 曲线 长 度 和 面积 联系 起 
| 来 ,而 且 可 以 推广 到 用 体积 定义 空间 曲面 面积 。 
按 我 们 的 定义 ,圆周 长 很 容易 计算 :把 半径 为 的 贺 
i 周 先 扩大 成 一 个 贺 环 ,加 环 外 半径 为 r+ 人 内 半径 为 r- 
,宽度 为 26, 面积 
Fo=n{tr+d) -ritr-d) =4rme 
按 定 必 可 求 出 图 周 长 为 


和 


lim tam = 2xre 


n 
$0 全 全 
类 似 地 ,总 果 先 把 一 个 球 的 表面 加 厚 成 一 个 厚度 为 
25 的 球 壳 体 , 把 碗 体 体 积 改革 以 2 让 5 一 0 取 极 限 ,就 


能 求 出 球面 机。 
至 此 ,我 们 已 经 描 给 出 改建 后 几何 园地 交通 系统 的 
乌 生 图。 为 了 给 来 几何 园地 旅游 观光 的 人 浊 供 方便 ,这 
里 列 出 3 秘方 法 ,可 以 帮助 他 们 解决 各 式 各 样 的 问题 。 
第 一 套 : 面 积 方 法 。 所 用 的 工具 是 共 边 定理 、 共 角 定 
理 、 张 角 公式 和 三 角形 面积 公式 。 这 是 我 们 的 基本 方法 。 
第 二 改 : 三 角 方 法 。 用 正 驴 定理、 余弦 定理 .正弦 和 


五 、 平 画 几 何 豚 另 一 委 新 路 


余弦 的 加 减法 定理 及 一 些 三 角 恒 等 式 。 

第 宇 套 :全 等 与 相似 法 , 即 古 上 典 欧 氏 方 法 。 

这 3 套 方 法 ,还 都 要 用 到 关于 平行 线 的 一 些 命 题 以 
及 三 角形 内 角 和 定理 .圆周 角 定理 等 。 

在 传统 的 欧 开 方法 中 ;还 引入 了 一 些 用 起 来 上 为 方 
使 的 辅助 工具 。 例 如 :平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 ,三 角 
形 的 中 位 线 定 下 ,平行 截 割 定 理 等 。 这 些 苗 题 都 能 直接 
由 画 积 关系 导出 ,下 面 就 举例 证 明 。 

[ 例 $.4.1] 试 证 明 : 平 行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平 
分 。 友 之 ,对 角 线 互相 平分 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 。 

证 明 , 如 图 条 -35, 若 p Cc 


AB// CD, BC/ dD ,NW ~ 
A ABD = A ABC = A BDC。 
大 这 定理 和 J" ~、 
4 B 


M4 和 ABD 
和 和 = 六 BE 图 5- 35 
即 MA = MCo 
同 百 ， MB = MD 。 
友之 ;车 用 同 为 BOD、AC 之 中 点 ; 则 
入 T= 入 [= 和 从 于 = 入 NT， 
从 而 入 ABD = 入 4BC, 故 ABj/ DC, 同 理 AD/ BC。 口 
这 上 比 通常 用 全 等 三 角形 证 明 要 简 使 。 
[ 例 5.4.2] 如 图 5-36, 直 线 !、1,、is 互相 平行 ,直线 
mn 分 别 交 sl 于 44 、 4 和 B,、B8,、By。 求证 : 


AA, BiB: 
AA, BB;° 
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从 数学 数 育 到 数 育 数学 


和 


图 55-36 
证 明 : 
4 4 AAAiB, ABB,A, BB, . 


AAs AAAB, AB,BA, BB,” 
这 就 是 所 谓 的 "平行 截 割 定理 ", 通 常 要 在 做 了 不 少 
准备 之 后 才能 得 妈 它 ,由 此 可 见面 积 法 的 简便 。 
[ 例 S.4.3] 【三 育 形 的 中 位 北 定 理 ) 三 角形 两 边 中 
点 连 线 平行 于 第 三 边 , 且 等 于 第 三 边 的 一 半 。 


图 $- 37 
证 阴 : 如 图 5-37, 计 NN 分别 是 AB、AC 中 点 , 则 


A BNC = FAABC - A BMC, 


故 MN /BC。 于 是 BNM = LNBC, 由 共 负 定理 得 


五 、 平面 几何 航 另 一 康 新 路 


MN_ MN: BN 人 MO 
BC BC:BN BC 


] 
4 1 上 
”AABN 2°" 
证 明 中 最 后 一 步 也 可 用 
1 _AM"AN 4WNW AM'MN 1 _MN 
4 AB:AC AABC ~ AB:BC 2 BC 
解 出 BC = 2 NN。 

[ 例 $.4.4] ( 共 骨 定理 的 和 推广} 如 图 5-38, 人 ABC 
与 人 XYZ 相等 或 互补 。P 和 在 直 线 AB 上 且 不 同 于 4,0 在 
直线 YY 上 且 不 同 矿 。 求 证 : 

APAC pa'BC 
AONZ 0 


图 5- 纹 
证 册 ;不妨 设 旦 、C、 了 共 线 , 则 


APAC APAC AZBC A ZXY 
AQOKZ AZBC AZHY A OZ 


_ PA. BC. XY _ PA BC 
2B kKY OXF QFX* ZY 
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漠 满 座机 浅 堆 环 六 天 司 


妈 效 学 者 讲 到 大 百 数学 


5.5 新 体系 的 逻辑 后 盾 
公理 体系 


前 面 引 入 的 新 体系 ,逻辑 结构 图 示 见 下 页 。 

这 里 ,我 们 玉 少 一 个 公理 系统 。 

欧 氏 几何 的 公理 体系 不 止 一 种 。 欧 几 里 得 最 早 提 出 的 
公理 体系 是 不 严密 的 ,现在 大家 所 用 的 是 由 第 尔 伯 特 改进 
之 后 的 公理 系统 , 共 5 组 加 条 。 后 来 ,又 有 人 棍 出 过 侯 开 
几何 的 其 他 公理 体系 。 例 如 1984 年 ,前 苏联 车 名 几何 学 家 
AD. 亚 力 山大 洛 夫 在 一 篇 文章 里 提出 过 新 的 几何 公理 系 
统 , 其 特点 是 在 公理 中 只 有 线段 和 点 而 无 直 线 。 

近代 数学 中 ,还 有 基于 向 量 空间 的 外 水 公理 体系 、 基 
于 距离 概念 的 布 鲁 门 塞 尔 公 理 体系 等 。 

但 是 ,所 有 这 些 公理 体系 ,没有 一 个 是 着 眼 于 中 学 数 
学 教育 而 创立 的 中。 我 们 提出 的 下 列 公理 体系 ,主要 是 为 
了 数学 教育 而 创设 ,特别 是 为 了 中 学 数学 教育 的 需要 。 
它 支持 商 积 法 的 新 体系 。 

这 个 新 公理 体系 ,是 以 度量 为 主体 的 公理 体系 。 在 
这 个 系统 中 ,所 谓 平 面 , 是 由 一 些 名 叫 " 点 ”的 元 素 组 成 的 
集合 。 这 些 点 之 间 的 关系 满足 以 下 公理 。 

{1} {距离 公理 ) 两 点 A4、8 决定 一 个 距离 148B1, | ABI 
是 非 负 实数 。| AB| =1B41, 且 | ABlI =0 当 和 且 仅 当 A4=8 
时 成 立 。 


中 的 苏联 A.H. 柯 尔 览 哥 党 去 在 他 主编 的 中 学 几何 教材 中 ,提出 过 基 
于 实数 ,集合 .是 离 等 概念 的 几何 公理 体系 。 
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一 、 平 夯 几 何 有 的 另 一 委 新 如 


公理 系统 


基本 命题 


正 藻 定 义 


洱 攻 1 川 畦 扣 要 


胃 形 与 相 亿 三 角形 判定 


一 一 
一 上 
rk 


共 边 比例 定理 与 共 角 比例 定理 
全 等 
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四 四 me 


" 
CE 


ee 


， 了- 


从 顽 学 裁 育 到 裁 育 数字 


(2) (线段 连续 公理 ) 若 4、8B 是 不 同 的 两 点 , 则 对 任 
给 的 非 负 实数 r, 有 惟一 的 一 个 态 PP, 使 得 下 列 两 条 件 辣 


ra|AB 时 成 立 { 如 图 5- 39)。 
4 P B DD 14P1= ro 
四 人 当 上 过 1481 时 ,有 
>A [IAPI + 1PBI=1AB|; 当 r> 
4 时 _f 14BI 时 ,有 1ABI+1BPI= 
14P1。 


图 5-39 
以 下 为 了 表达 起 来 方 
便 , 引入 线段 、 延 长 线 、 射 线 、 直 线 等 概念 。 
线段 的 定义 ” 设 #4、8 是 任意 两 个 点 ,一 切 满足 条 件 
14Pl+1PB1=1AB1 的 点 P 组 成 的 集合 称 为 线段 4B。 
{注意 ,线段 4B 和 线段 的 长 度 1481 在 不 会 混淆 时 ,都 可 
以 记 作 48o) 点 4.8B 都 叫 敌 AB 的 端点 。 当 4= 晴 时 ,说 
线段 48 退化 为 一 点 {图 5-39 中 所 1481 的 情形 )】。 
延长 线 的 定 久 ” 设 A、B 是 不 同 的 两 点 ,一 切 满足 条 
件 1481+1B8P1l=|1AP1 的 点 P 组 成 的 集合 ,叫做 AB8 (在 
B 侧 1 的 延长 线 。 一 切 满足 条 件 1 B41 + 14P1=1BP| 的 
点 P 了 组 成 的 集合 ,叫做 B41 在 4 侧 ) 的 延长 线 ! 如 图 
$5 - 40)。 定 义 中 写 在 括号 内 的 词 可 省 略 。 


网 3 ____f 
Ff__._ 4 B 
图 5- 4 
射线 的 定义 设 4.B 是 不 同 的 两 点 ,线段 4B 和 AB 


(在 B 侧 ) 的 延长 线 的 并 集 ,叫做 以 4 为 端点 沿 45 方向 
的 射线 。 


i02 


五 、 平 面 岂 何 的 为 一 条 新 路 


直线 的 定义 ” 设 4、B 是 不 同 的 两 点 , 4B{ 在 8 侧 ) 
的 延长 线 、B4 [在 4 侧 } 的 延长 线 和 48 的 并 集 , 岂 做 由 
48B 确定 的 一 条 直线 ,也 称 为 直线 A8。 
换言之 ,点 六 在 直线 423 上 的 充 要 条 件 是 下 别 三 式 之 
一 成 立 。 
(1) AP + PB = AB, 
(2} AB + BP = 4P， 
(3) BA+ AP = BP, 
或 者 合 起 来 说 
(BA + AP - BP)}{AB + BP - AP)(AP + PB - AB} = 06 
下 面 继 续 介 绍 我 们 的 公理 : 
(3) (面积 公理 13 点 A.B.C 决定 一 个 面积 | 入 ABC1， 


| 六 ABC | 是 一 个 非 负 实 数 , 且 1 和 4BC 1= | 人 AACB 1 = 
| ABAC I= [ABCAI=1ACABI= 1 Acad lo 当 4 有 CC 
不 在 同一 条 直线 上 时 ,| 人 ABC | > 0。 

(4}{ 非 返 尼 公理 ]) 半 面 上 至 少 有 3 个 点 4 有、 使 
| AABC | > 0o 

($}( 线 性 公理 } 若 4、B、.C 3 点 在 一 条 直线 上 ,AB = 
A4C,P 是 平面 上 任 一 点 {如 图 5-41), 则 1 PAB| = 
AlAPAClo 

公理 (5) 是 我 们 系统 中 一 条 主要 的 公理 , 即 本 章 开始 
提 到 的 基本 命题 。 它 实际 上 是 说 : 同 高 三 角形 面积 之 比 
等 于 底 之 比 。 但 表面 上 ,公理 {5) 既 没有 提 到 高 ,也 没有 
提 到 三 角形 。 事 实 上 ,我 们 只 定义 了 | 入 ABC 1, 并 没有 


定义 六 ABC | 
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p 
| Bn 4 全 


图 5-41 

(0) 于 面 上 4 点 4、B、C、D, 如 果 3 对 线段 48 与 CD、 
AC 与 BD、AD 与 BC 中 ,每 一 对 都 没有 寞 于 4、8、C、D 的 
公共 点 ; 则 4 个 面积 | A ABC 1、 | AAABD |、| 人 ACD 1、 
| 入 BCD | 中 必 有 一 个 等 于 另外 3 个 之 和 。 例 如 图 5-4 
左 图 中 的 A、8D 有 异 于 4、8、C、D 的 公共 点 ,不 符合 题 
意 , 而 右 图 符合 题 意 , 故 有 

| AABC | =| AACD I+i 人 AABD I+| 人 ABCD |o 


图 5- 42 
公理 16) 刻 男 了 平面 的 一 个 重要 特征 。 有 了 公理 
16] ,我 们 就 可 以 定义 三 角形 、 凸 四 边 形 和 四 四 边 形 了 。 
三 角形 的 定义 ”对 于 给 定 的 3 个 点 4、B8、C, 所 有 满 
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足 条 件 

iAPAB |+| APBCI+IAPCA|I=|1AARCI>0 
的 点 P 组 成 的 集合 ;叫做 三 角形 48C, 记 作 和信 48BC。 着 上 
式 的 左 闪 每 项 都 不 是 0, 则 称 点 了 是 全 4BC 的 内 点 ;否则 ， 
叫做 和 从 4BC 的 边界 点 。 平 男 上 其 他 点 叫做 和 从 4BC 的 外 点 。 
点 4、B、C 叫做 入 ABC 的 顶点。 线段 4B、BC、CA 叫做 
信 ABC 的 3 条 边 。 

在 不 至 于 引起 混淆 时 ,我 们 也 用 记号 全 ABC 表示 
| 六 ABC 1。 

当 | 和信 ABC 1= 0 时 ,线段 48B、BC、Ch 之 并 称 为 退化 
六 ABC ,一般 所 说 的 六 ABC, 均 指 非 退 化 的 三 角形 。 

凹 四 边 形 的 定 光 ”着 线段 AC 和 8D 有 寞 于 4、B8、 作 、 
DP 的 公共 点 PP, 则 称 六 4ABC 和 入 ACD 之 并 为 是 四 边 形 
ABCD I 或 BCDA、CDAB、DABCY。AC、BD 叫做 凸 四 边 形 的 
两 条 对 角 线 。 4B、BC、CD、DA 叫做 凸 四 边 形 的 4 条 边 。 

为 了 证 明 此 定义 的 合理 性 ,应 当 指 出 : 从 4BC 与 
六 ACD 之 并 和 入 8D4 与信 BDC 之 并 是 辣 一 个 集合 。 这 在 
直观 上 是 显然 的 ,证 起 来 也 不 难 : 只 村 先 把 四 边 形 分 成 
六 PAB、 和 六 PBC 入 PCD、 和 PDA 就 可 以 了 。 

种 四 边 形 的 定义 车 呈 在 入 4BC 内 部 , 则 称 入 ABD 
和 六 BDC 之 并 为 乌 四 边 形 48CD 6。 线段 4AC、BD 叫做 冲 四 
边 形 的 对 角 线 ,而 4B、CB、CD、DA 叫做 止 四 边 形 的 4 条 
边 。 

[7} 若 P 是 入 48C 的 内 点 而 0 是 个 4BC 的 外 点 , 则 线 
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段 P0 上 必 有 和信 4BC 的 边界 点 。 

下 面 ,我 们 进一步 引入 角度 这 个 重要 度量 。 

(8) (角度 公理 } 以 任 一 点 4 为 公共 端 皮 的 两 条 射线 
组 成 一 个 角 , 记 作 4, 或 临时 指定 一 个 记号 如 1、?、 
A 或 a、Po 也 可 以 分 别 在 瑚 射线 上 各 取 一 后 P.Q( 均 不 
同 于 4), 记 此 角 为 P40 或 人 QA4Po 短 个 角 对 应 一 个 非 
负 实 数 al0e 二 ga 去 180°) ,叫做 这 个 角 的 度数 。 记 号 
了 P40{ 或 人 4、A0A4P、A1) 同时 用 以 表示 它 的 度数 , 记 
作 PAQ = ao 当 射 线 40 与 4P 是 同一 条 射线 时 ,PAQ 
= 0*。 当 4 在 线段 PO 上 时 ,A PAQ = 180°{ 如 图 5-43)。 


一 PH 站 > 中 0 PAO=0 P10=180 
a 4 Pp 0 Pp 4 0 
图 5-43 


(9) 若 二 PAQ = 180?,B 是 异 于 四 的 点 ,; 则 用 BAQ + 
BAP = 180°, 这 时 称 B40 和 .BAP 互 为 邻 补 角 。 若 
了 PAQ < 180* 而 且 8B 在 线段 PO 上 , 则 有 B40 + 人 BAP 
= QA4P。o 并 且 当 0Q4P > 六 时 ,对 任意 实数 0 所 4 六 1， 
在 PO 上 有 惟一 的 一 个 点 8, 使 人 BA4P = 1 一 0OdP( 如 图 
5 — 44)o 

{10)} 若 APA0 = PA'Q’, 有 有 PA = PA’,04 = 
OA 则 APAQ = 和 AP'A'Q’ 。 

最 后 这 两 条 公理 ,把 角度 与 线段 .角度 与 面积 联系 起 


来 了 。 
这 10 条 公理 是 我 们 讨论 的 出 发 点 。10 条 公理 中 的 
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国 三 


Pr 4 0 要 0 


| 图 5- 44 
多 数 , 如 (1 、(2}、(3}、{6) 、.(7)、{8)、{9) ,都 是 现行 教材 中 
烃 不 叙述 、 也 不 证 明 而 实际 上 上 默认 了 的 。{5] 虽 不 显然 ， 
是 学 过 小 学 数学 的 孩子 易于 理解 的 。 事 实 上 ,15] 刻画 
了 欧 几 里 得 平面 的 特点 ,相当 于 平行 公理 。 和 如 果 没 有 它 ， 
也 不 用 适当 的 东西 代替 它 ,我 们 就 只 能 得 到 非 欧 几何 了 。 
一 些 众 所 周知 的 有 关 面 积 的 性 质 , 很 突 易 用 这 些 公 
理 推 证 出 来 。 例 如 : 
命题 5.5.1 着 4、.B8B、C 3 点 共 线 , 则 有 
A ABC = 0。 
证 朋 : 不 妨 设 4B = 44C, 则 由 公理 (5) 得 
AABC = AA ACCo 
CC = 206( = 0), 故 又 由 公理 15) 得 
AACC = 2 和 keCo 
帮 AACC =0, 即 A4pC =0。 
命题 5.5.2 若 己 在 线段 48 上 , 则 对 任 一 点 Q, 有 
AOAB = AOdpPp+AOBP。 
证 明 : 设 AP = AAB, 由 4P + PB = AB, 可 得 PB = 
{1 -42)}48。 由 公理 (3) 得 
A QAP 
[a ors 


AA 0AR, 
(1 -AA 0AB。 
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两 式 相 可 , 即 得 所 求 等 式 。 
命题 5.5.3 若 人 0 在 直线 48 上 ,C 异 于 4, 则 和 直线 
4C 和 和 直线 4 相同 。 
证 明 : 只 要 证 明 直 线 AC 上 任 一 点 PP 在 直线 48 上 , 同 
时 直线 48 上 和 任 一 上 号 0Q 也 在 直线 AC 上 就 可 以 了 。 
设 P 在 直线 AC 上 , 则 入 PAC =0。 设 
AB = AAC, 
由 公理 (5) 得 
APAB = AAPAC = 0,， 
再 由 公理 (3) 可 知 P 在 48 土 。 同 理 , 由 0 在 直线 48 上 
可 推 知 0 在 直线 AC 上 。 口 
这 个 合 题 的 含义 正 
是 "两 点 决定 一 直线 "。 
它 在 欧 几 里 得 的 公理 体 
; 系 中 是 一 条 公理 。 
有 一 些 看 来 很 显然 
人 人 人 的 事实 ,在 目前 通用 的 孝 
材 体 系 中 是 不 好 证 明 的 ， 
图 5_ 4 常常 只 能 默认 。 下 面 是 
一 个 例子 。 
命题 5.5.4 设 P 是 入 4AB8C 的 边 48 上 的 一 点 ,P 异 


“于 4A、B。 又 人 0 是 PC 线段 上 异 于 PC 的 一 点 ; 则 8 在 


六 ABC 内 部 。 
证 了 明 : 如 图 5- 和 5, 由 命题 5.5.2 得 
AABC = APAC + APBC 
= A0AC + AAP + AAOBC + AOQPB 


五 平面 几何 的 务 一 来 新 器 


= A0AC + AOBC + AOAB,。 

因为 PP 不 同 于 4.B8, 故 入 PAC 和信 PBC 均 非 0。 又 因 人 不 
同 于 PC, 故 入 04C、 和 从 04P、 和 0BC、 人 和信 0PB 均 韭 0。 由 
三 角形 定义 可 知 9 在 和信 ABC 内 。 口 

引进 了 公理 系统 ,是 不 是 在 课堂 上 就 要 把 它 作 为 平 
夯 几 何 学 习 的 开端 呢 ? 大 可 不 必 。 从 公理 系统 入 手 讲 几 
何 , 就 像 学 骑 自 行车 先 学 上 车 一 样 。 骑 自行 车 本 来 先 要 
上 车 ,但 学 骑 时 可 以 先 请 别人 技 着 、 息 上 车 学 前 进 , 学 会 
了 器 车 前 进 ,加 过头 来 学 上 车 是 容易 的 。 

从 历史 上 看 ,几何 公理 体系 是 在 积累 了 大 重 几 何 知 
识 之 后 诞生 的 。 远 辑 上 ,应 是 先 有 公理 ,后 有 丰富 多 彩 的 
定理 和 公式 。 可 人 的 认识 过 程 恰恰 相反 ,是 先 掌 握 了 大 
量 的 定理 ,然后 ,为 了 彻底 弄 清 这 个 定理 的 依据 , 才 想 到 
了 建立 公理 体系 。 

给 初中 生 教 几何 ,似乎 应 当道 循 认识 的 咏 序 ,而 不 完 
全 依照 逐 辑 的 顺序 ;也 就 是 先 带 和 他们 欣 党 五光十色 的 几 
何 加 地 ,再 告诉 他 们 这 个 园地 的 基石 在 何 处 。 这 样 , 既 符 
合 认 识 规 律 ,也 适应 年 龄 特征 。 所 以 ,我 们 在 给 初中 生 讲 
几何 时 ,开始 不 但 不 必 列 出 公理 ,就 连 命 题 5.5.1 至 他 是 
5.5.4 这 些 显然 的 几何 事实 ,也 不 必 一 板 一 眼 地 去 证 。 其 
实 , 通 常 的 中 学 几何 教材 也 不 十 分 强调 严密 性 。 等 学 生 
有 了 较 多 的 几何 知识 ,对 几何 有 了 感情 ,再 回 过 头 来 进行 
严密 化 的 工作 是 容易 的 。 

具体 地 说 ,我 们 列 出 的 公理 不 过 是 * 立 此 存 照 " ,表明 
以 面积 为 中 心 的 体系 有 自己 的 逮 辑 基础 。 几 何 教学 逐 辑 
上 的 出 发 点 ,明确 指出 的 只 有 公理 (5) ,其 他 的 仪 作为 直 


109 


a 
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内 数学 才 育 到 类 育 数学 


四 TT 


观 的 事实 应 用 而 已 。 

至 于 这 个 公理 系统 的 协调 性 、 独 立 性 与 完备 性 的 研 
究 , 就 不 属于 本 书 的 任务 了 。 

应 当 提 一 提 的 是 ,我 们 提供 的 改革 方案 ,是 一 套 富有 
弹性 的 改革 方案 。 教 师 们 可 以 根据 自己 的 见解 和 学 生 的 
水 平 ,在 不 同 层 次 上 吸取 这 些 资 料 。 

至 少 ,可 以 吸取 这 里 提供 的 解 题 方法 与 技巧 而 不 采纳 
推理 体系 ,这 是 最 容易 采取 的 步骤 。 事 实 上 ,面积 方法 近年 
来 已 经 受到 广大 中 学 数学 教师 的 重视 和 中 学 生 的 喜爱 。 

进一步 ,可 以 采用 这 里 提供 的 推理 体系 而 不 接受 公理 
系统 。 因 为 我 们 的 推理 体系 可 以 在 旧 的 公理 系统 内 回旋 ， 
内 要 集中 力量 , 先 推 出 三 角形 面积 等 于 底 乘 高 的 一 半 。 

更 彻底 的 是 采纳 这 个 公理 体系 ,或 建立 当 此 类 似 的 
公理 体系 。 

传统 的 力量 是 强大 的 ,任何 改革 都 会 遇 到 许多 困难 。 
假使 新 体系 能 被 接受 ,也 需要 一 个 相当 长 的 过 程 。 


5.6 张 角 公式 的 用 处 


首 第 4 小节 里 ,我 们 介绍 过 一 个 “ 张 角 公 式 ": 由 忆 发 
出 的 3 条 射线 PA、PB、 
Pr 使 4PC = np 
= 有 ,4ppB=a+B<180? 
{如 图 5-46); 则 4、B、C3 
点 共 线 的 充 要 条 件 是 
sin{a + 8) _ sine sinp 


PC PH PA” 


五 、 平 面 几 向 航 男 一 系 新 路 


当时 就 说 这 是 一 个 到 处 用 得 上 网 解 题 工 具 , 但 直到 
现在 ,除了 用 它 导 出 正弦 加 法 定理 之 外 ,就 再 没有 用 过 。 
下 面 我 们 将 举 出 一 些 例题 ,它们 会 极 有 力 地 表明 张 角 公 
式 的 广泛 用 途 。 
[ 例 5.6.1] 设 4 个 角 w+p8+y+g= 180° ,求证 : 
sinfa 4 Blein(B + YY} = sina * siny + sinf + sin 。 
[5.6.1) 
证 明 : 在 图 S$- 4 特 中 ， 取 二 PH = 6, PBA = 7y， 
Pr4 = re 由 正 孩 定理 可 知 
PC _siny PC _ sind 


PB sinr Pd sinr ' 
代入 张 角 公式 得 


siny 
STIT 
再 利用 r= 有 +7y, 即 得 要 证 等 式 。 加 
下 面 举 出 重 等 式 15.6.1) 的 一 个 应 用 。 
[ 例 5.6.2] { 托 勒 窗 定 理 ) 设 四 边 形 ABCD 是 加 内 
接 四 边 形 ,求证 : 
AC' BD = AB* CD+4D BC。 
[5.6.2) 
证 阴 : 如 图 5-47, 设 
圆 的 直径 为 4 过 4 作 贺 
的 切线 ,切线 与 4 召 、4 所 
夹 角 分 别 记 为 na、5, 叉 令 
BAC= B.CAD=7Y,; 于 
是 AB = dsina: BC = 
dsinp, CD = dsiny, AD = 
dsin$, AC = dsin [a + f), 图 5-47 


. . sind . 
十 三 一 一 一 
sin(a + 8) na + irr sinf, 


了 了 了 


只 数 荣 裁 育 到 坊 育 数学 


BD= dsint y+ 8j。 代 入 (5.6.2) 式 ,可 知 要 证 的 等 式 等 价 


于 


d'sinla + Bsin(B +7) = a {sine:siny + sing*sind), 


即 前 例 所 证 得 的 {5.6.,1) 式 。 


[ 例 S5.6.3] 【里 媒 定 
理 的 又 一 证 明 )} 马 知 圆 只 的 
眩 4 中 点 为 好 ,过 好 任 作 
两 纺 CD、EF, 连结 CF、DE 
分 别 交 AB 十 6G、H。 求 证: 
MG = MHo 
证 有 明 : 如 图 5- 4 和 ,用 张 


角 公 式 得 


图 5-48 sinta + pB) 。 sina , sinp (1) 
MH MD ME 
sinla + B) _ sing sing (2) 
NMG MC MF 
(1) - (21 得 
， 1 ] 
sinfa + 有- 
MF-ME . ,MD- MC 13) 
= Sin" Hp ME ~ Mn MD MG ° 
设 P.0 分 别 是 CD、EF 中 点 ,显然 有 
[信人 = 2M = 2MOsine, 4 
MD — MC = 2MP = 2MOsindo 


把 14) 代 六 13) ,并 用 MF: ME = MD: MC ,得 到 
sin(e + 8)( ji5 - He = 小 ， 
即 知 MH = MC。 


ii2 


五 、 平 画 吻 何 的 另 一 床 新 名 


[ 例 5.6.4] 设 在 正 入 ABC 外 接 贺 的 8C 上 任 取 一 点 
P,PA 交 BC 于 DD。 求 证 : 
Tl 
PD PB BPC? 
证 明 : 各 图 5~-49,Ao= B=60°, 由 张 角 公式 得 
sinl20° sin60e 上 ainO0° 
PD ~ PB PC ， 
因为 sin120° = sin60e ,好 得 所 求 。 


入 
4 站 B 
图 5-49 图 5-50 


{ 例 5.6.5] 如 图 5 -50, 梯 形 45CD 的 两 腰 ADP、BC 
延长 后 交 于 型 ,两 对 角 线 相交 于 六 ,又 设 如. 中 分 别 是 43、 
CD 的 中 点 。 求 证 : MM、N、E、 玉 在 一 条 直线 上 。 

证 机; 把 命题 转换 一 下 : 设 直线 MN 分 别 交 AB、CD 
于 两 点 下 天 ,只 要 证 明 E、F 分 别 是 8B、CD 的 中 点 即 可 。 

设 人 BAC= B,CAM =a,AEF=e,AN=n,AM=m, 
AC=c,AB =8,AD = d。 由 张 角 公式 得 . 


sin(a +B) _ sing ,sin 

= b 十 可 ， (1) 

sinla + PB} _ sing sinp (2} 
性 9 m 


了 


只 数学 坊 育 到 才 育 数学 
有 


(1) + (2) - {3) - {4} 得 


Dsing ne 
0， 


- Sinte + 有 ne + nh, (3) 
:中 | 

| 又 由 

A ADC = Fd" DCsin[ 180° ~ (a 二 有) 

3 = Fc DCsing, 

-上 ,和 ainla + B) sing 

第 | 得 a 14 
-. 独 


pe 
即 吉 =2e 亦 即 吾 为 48 中 点 。 才 是 
A MAE = A MBE, 


A DAE = A DBE = A CBE, 


DF 六 DR AMAE- ADAE 
CF AMCE AMBE- ACBE 
即 FP 是 DC 中 点 。 国 
这 个 合 题 也 可 以 用 共 边 比例 定理 来 证 明 : 
AE _ 人 AMN A AMN AABN MC.AD 
BE ™ ABMN AABN ABMN BC MD 

A MDC 和 4DC 

=- ABDC ANMDC 
同样 证 明了 AE = BE。 
[ 例 5.6.6] 设 直角 三 角形 4BC 斜 边 48 上 的 高 为 
CD ,求证 : 


1 1 
oD BCE AC 


五 、 平 面 见 何 的 另 一 素 新 路 


证 明 : 如 图 5-51, 由 张 角 公式 可 得 


sin(a + PB) _ sing sin (1) 


Ch AC Be" 


YW sinfa + 月) = sin90° = 1,sinag = 和 sin8= EF 


代入 11) 即 得 所 求 。 


图 5 了 -51 图 5- 52 
[ 例 5.6.7] 如 图 5- 有 2, 过 P 平 分 线 上 一 点 下 , 任 
作 两 直线 AD、BC ,分 别 与 二 的 两 边 相 交 于 A、.D 和 6、 
于 。 求 证 . 


AC _ PA* Pe 
BD PB: PD" 
证 明 : 由 张 角 公 式 知 
see _ sing + sine (1) 
PF Pa PD 
sin2a sing sing 
PF “Ph* PC (2 


{1) - (2) 得 

. 1 1 . i 1 

六 1] 广 恕 ( 交 - 遍 | =sinc( 击 - 矶 ]。 
约 去 sina ;利用 PA - PC = AC, PB - PB = BD; 整 理 后 即 
得 要 证 等 式 。 


了 3 


内 数 闻 才 育 到 雪 育 数学 


[ 例 5.6.8] 如 图 5-53, 设 PA、PB 是 圆 的 两 条 切 
线 。 在 线段 PB 上 取 一 点 DD, 延 长 PA 至 C, 使 AC = BD， 
连 (六 交 AB 十 EE。 求证: 


CE = DE, 


图 5 -53 
证 明 : 设 人 人 APE =a, 人 BPE = 月 ,由 张 角 公式 得 
sin(ta + BP) sina + Be, {1) 
PE FD 
sin{a + 8) _ sina ji [2) 


PE 两 “说 


- (2) 得 
{ PB- PD)sing (PC— PAlsing 
PD* PB PA: PC ， 
即 BDsinag _ ACsinf 
PD*+*PB PA: PC 
由 BD = AC, PA = PB 得 
PCsina = PDainp, 
APDE pFE. pDsin 
从 而 ee = 六 PP = SE pr = 1。 日 
此 题 也 可 以 用 共 边 比例 定理 来 做 ,方法 如 下 : 
DE A BDE ABDE A PAE _ BD PA 
CE ™ ABCE APIE ABCE PB 如 


= 1， 


五 、 孕 画 几 何 的 另 一 条 新 路 


、 DE AABD AB:BD 
芭 OE” ANBcC ™ AB"AC 
一 般 说 来 ,使 用 共 边 比例 定理 证 题 ,往往 比较 简捷 。 

[ 例 5.6.9] 如 图 5-54,6C 
是 入 ABC 之 重心 , 即 3 条 中 线 的 
交 扩 。 过 GG 作 直 线 分 别 交 4B、 
AC 于 D、E, 求 证 : 

CE S20Do 

证 朋 : 设 入 ABC 的 3 条 中 线 
是 刀 、BM、CN, 则 D、E 分 别 在 线 图 5-54 
段 BN.MC 上 上, 记 ALCOE = LDEN= a LMGE= ZBGD 
= 8; 由 张 角 公式 得 


= | 。 


sinla + B) sin + inf | [1) 
CE NG’ CC 

sint + B} smna sing 

Tm B+? (2 


又 BGC =2MC ,CG =2NG, 将 (1) 除 以 (2) 得 
snel sin 
cp 并 器 和 + 00 
GE sina ang 
下 +A( 八 | 
2 4 Bisinf 


= 了 + 了 + 子 BCsing) > 地 。 
若 读 共 边 比例 定 到 ,此 题 慌 法 为 
CE AFAL ACA 


所 
oD Apr AANL 


或 | GE _ AAGE _ A AGC 
一 oD AACD ™ AACGN 


= 2， 


了 


repr jar EPE re 5 
和 En epee ep mh. 人 
人 Er fe ea rte es 


te i 
ea 
hr [3 - 


三 


如 


| 


从 数学 靳 育 到 才 育 数学 


[ 例 5.6,10] 如 图 5- 雹 ,正三 角形 4BC 内 接 于 圆 0， 
点 DDE 分 别 为 咎 .AC 中 点 。 在 
BC 上 任 取 一 点 ,连接 PD、PE 分 
别 交 AB、AC 于 .Go 求证 :FF、 


CG.0 共 线 。 
证 明 : 根 据 张 角 公 式 , 只 要 


证 明 
sin FPC sin FPO ， sin2” GPO 
PO 本 Pe Pr 
图 5-55 
就 可 以 了 。 
sn FPG _ 2sin60° _ 3 [1 ] 
PO ~ dd vd 
sin FPO | sin GPO sin{30° + a) 上 sint 30° — a) 
Pe PF 加 PG Pr ? 
[21 
又 由 张 角 关系 得 
sin60? _ sin30° 本 sin30° [3 
Pe ~ PA PC ° 
而 PC = dsin(30° + a ,P4 = deosa!: 人 和 代入 (3 得 
] ] 1 1 
PE | dein(30°+ a] + Teova ' (4) 
同 理 得 
| : + 一] 。 (5) 
EF 2en60°t dsin(30°— a) deosa 


把 (4)、.{5) 代 入 {2) ,得 


sn FPO ,sin GPO 
PG PF 
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五 、 平 夯 几 他 的 另 一 条 新 路 


] .1. sin(30° + a}l + sin(30°— a) 
2sin60° 4 [2+ COSH ] 
1 y3 
三 二 一 6 
a 和 
2 
由 (16j 与 11), 即 车 6、0、F 共 线 。 LL] 


此 题 也 可 以 从 射线 4 、 4D、 4 出 发 考虑。 为 证 下 、 
中、 共 线 ,只 要 证 朋 

sin602 _ sin30° sin30° 

A ~ AF + AG 


证 


站 + Ne) 上 


AC-AG GC _PC 
碟 主 ~ AG PA 
_ dsin{30° + oa) _ sin(30° + &)} 


dcoB rr COB 


1 _1 sin(30°+a] 
ret GOS 
2 sin(30° 4+ a) 
-+ |}: {2) 
同 理 
1] 2 sin{30° — a ) 
AF 3 1+ COBU |。 (3 


把 (2)、(3] 代 入 (1}, 即 可 验证 所 要 证 明 结论 。 
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沁 沙 这 且 歧 扑 联 执 联 生 


i 
re 


从 数学 六 育 到 裁 育 数学 


六 、 面 积 方法 在 诛 外 


抓 住 面积 ,不 但 能 使 平面 几何 更 容易 学 ,而 且 会 令 几 
何 变 得 更 有 趣 。 

下 面 提供 的 几 则 深 外 数学 小 组 活动 资料 ,有 的 把 血 
积 作 为 打开 解析 几何 大 门 的 工具 ,有 的 从 面积 出 发 引 疝 
微 积分 ,有 的 提供 了 几 个 古今 名 题 的 妙 解 ,有 的 从 平 汉中 
见 新 意 ,渗透 着 现代 数学 的 集合 思想 。 


6.1 面积 与 轨迹 


在 平面 几何 教材 中 , “轨迹 "被 定义 为 “平面 上 满足 一 
定 条 件 的 点 的 集合 "。 可 是 初中 生 接 触 到 的 轨迹 ,往往 是 
一 条 直线 、 两 条 直线 、 圆 、 固 激 ,没有 充分 表现 出 "集合 " 概 
念 的 丰富 内 涵 。 如 果 我 们 把 面积 与 轨迹 联系 起 来 ,分 析 
一 些 与 面积 有 关 的 轨迹 问题 ,就 能 较 丰 富 地 体现 集合 概 
念 , 使 集合 思想 更 多 地 渗入 到 平 而 几何 之 中 。 

[ 例 6.1.1] 设 A4、.8、.C.D 4 点 在 一 条 直线 上 , 试 求 
平面 上 满足 条 件 

APAB = A PCD 


的 点 P 的 轨迹 。 
解 :有 两 种 情形 : 
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六 、 面积 方法 在 碟 外 


11) 若 4B = CD, 则 平 而 上 每 一 点 都 满足 条 件 , 因 此 
所 求 的 轨迹 是 全 平面 。 

这 里 我 们 承认 了 共 线 3 点 也 可 以 形成 三 角形 , 即 退 
化 的 三 角形 。 基 不然, 所 求 轨迹 就 是 去 掉 了 一 条 直线 的 
全 平面 。 

(12) 若 4B 关 CD, 则 当 P 不 在 直线 咎 {或 说 直线 CD) 
上 时 ,是 无 法 满足 条 件 的 。 当 P 在 这 条 直线 上 时 ， 
六 PA4B = 入 PCD-=0 因而 所 求 轨 迹 是 A、B8、C、D 所 在 的 直线 。 


[ 例 6.1.2] 设 ABCD 是 等 腰 梯 形 ,AB8、CD 是 梯形 两 
腰 , 求 平面 上 满足 条 件 
A PAB = A PCD 
的 点 中 的 轨迹 。 
解 :分 两 种 情形 : 
[1) 若 4B/ CD, 所 求 轨迹 是 梯形 两 底 中 点 所 宵 定 的 
直线 (车 定义 梯形 时 排除 两 腰 平 行 的 情况 , 则 此 条 无 效 )。 
(2) 若 直 线 48、CD 交 于 0, 则 所 求 轨迹 除了 梯形 两 
底 中 点 连 线 之 外 ,还 包括 过 点 0 与 梯形 之 底 平 行 的 直线 。 
也 就 是 说 ;所 求 轨迹 是 直线 4 了 8、CP 奖 成 的 一 对 对 项 角 的 
两 条 角 平 分 线 。 理 由 从 下 文 可 以 看 出 。 
[ 例 6.1.31 设 4、8 决定 一 条 直线 Hi，,C、D 决定 另 
一 直线 ,4 与 已 交 于 0。 求 平面 上 满足 条 件 
A PAB = A PCD 


SS gm cm 
rT er er rt 
i 
i 
rn ee 
bh 


Ti ne 
re 
a 

Ly 


的 应 了 P 的 轨迹 。 

解 :如 图 6- 1, 在 直线 李 上 取 、 玉 , 使 为 EF 的 中 
点 ,和 且 E80 = FO = 48。 再 在 直线 CD 上 取 G、H, 使 0 为 2 
CH 的 中 点 , 且 60 = HO = CD。 则 四 边 形 EGFH 为 平行 四 人 
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肝 


a 一 一 一 一 


上 数 尝 坟 育 到 才 育 数学 


边 形 。 设 BE、6R 卫生 么 边 的 中 点 上 顺 次 为 MM、S、N、 
RR。 我 们 断言 ;所 求 的 轨迹 就 是 直线 MN 和 和 直线 RS。 


图 6-1 
先 证 轨迹 的 纯粹 性 。 注 意 , 当 线 段 CD 在 直线 HG 上 
“滑动 "时 ,对 国定 的 任 一 点 PP 面积 和 A PCD 是 不 变 的 。 同 
样 地 ,线段 4B 在 直线 EF 上 滑动 时 ,入 PA4B 也 不 变 。 于 十 


A POF = A POF = A PAB, 

(A poc_ A po A pep, 
当 P 在 直线 厂 上 时 ,由 共 边 比例 定理 知 

APAB APOF ps 

APCD APO6 本 ° 
当 P 在 直线 WN 上 时 , 同 理 

A PAB _APOE EM _ 

APCD APOG CH 
这 表明 直线 RS 和 直线 MN 上 的 点 都 在 轨迹 上 。 

再 证 轨迹 的 完备 性 。 若 0 不 在 直线 MN 或 RB 上 ,不 
妨 设 0 是 必 ROE 内 的 任 一 点 , 连 00 交 有 于 T, 则 TE < 
RE = HR < HT。 由 共 边 比例 定理 

AQAB- AQOE Er 


心 


An0GD AQoH HI 


六 、 面积 方法 在 训 外 


可 见 9 不 在 扫 迹 上 。 

[ 例 6.1.4] 设 A、8、C.D 都 在 直线 ! 上 ,a 是 给 定 
的 正 数 , 求 平面 上 满足 条 件 

APAB+APCD= a 

的 点 P 的 轨迹 。 

解 :有 两 种 情形 : 

(1} 车 44 与 8B 重合, 且 与 重合 , 则 对 平面 上 和 伍 一 
点 P 总 有 入 P4B + 入 PCD =0< 4a, 故 所 求 轨 迹 是 空 集 。 

(2) 洲 4B+ CD > 0, 则 所 求 轨迹 显然 是 与 直线 1 平 
行 、 且 到 | 的 距离 为 


9 


h = 看 二 


的 两 条 直线 。 

[ 例 6.1.5] 车 ABCD 是 平行 四 边 形 ,ea 是 给 定 的 正 
数 ;, 求 平面 上 满足 条 件 

APAB+APCD= a 

的 点 了 的 轨迹 。， 

解 :分 3 种 情形 : 

(1} 痢 忆 48CD 面积 大 于 264, 所 求 轨迹 是 空 集 。 

(2) 车 局 48CD 面积 等 于 2a, 如 图 6-211), 所 求 轨 
迹 是 直线 4 与 CD 所 夹 的 条 形 区 域 ( 售 直线 4B8、CD)。 

[3) 闭 启 ABCD 面积 小 于 24 ,如 图 6-2{2), 所 求 轨 
迹 是 与 4B 平行 的 两 条 直线 六 与 六 分 居于 4、 
CD 所 夹 条 形 区 域 的 两 侧 ,到 条 形 区 域 边界 距离 为 


这 里 4 是 AB 到 CD 的 距离 。 
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让 和 人 不 全 -实生 


只 数学 裁 育 到 裁 育 数学 


轨迹 1{2) 与 13) 的 证 明 从 略 。 
D 人 


ke 人 


(1) 


图 6-2 

[ 例 6.1.6] 设 ABCD 是 半 行 四 边 撒 , 求 平 画 上 满足 

条 件 
APAB+APBC+APCD+APDA=a 

的 点 上 的 轨迹 。 这 里 a 是 一 个 给 定 的 正 数 。 

解 : 分 3 种 情形 : 

(1} 着 局 4BCD 曾 积 大 于 & ,所 求 轨迹 是 空 集 。 

(12) 若 局 A4BCD 面积 等 于 sg ,所 求 轨迹 是 平行 四 边 形 
内 和 周 界 上 的 所 有 的 点 。 

[3) 若 己 4BCD 面积 小 于 4 ,所 求 轨 迹 是 如 图 6-3 了 3 所 
示 的 包围 了 口 48CD 的 八 边 形 。 设 它 4BCD 面积 为 45B 
到 CD 距离 为 由 ,AD 到 BC 距离 为 由, 则 图 中 确定 八 边 
形 的 参数 六 .hn 如 下 : 


AB AD? 
这 是 因为 P( 当 P 在 DC 人 外侧 时 } 应 当 满 足 
a =APAB+ A PBC+ APCD + A PDA 
= S$+2A POC 


124 


六 、 高 丢 方法 在 课外 


之 故 , 详 细 证 明 从 上 略 。 


吕 毛 问 

号 一 名 
nD € 各 
机 GY TT ~ 
AN 了 
者 BH 本 


[ 例 6.1.7] 设 1、l 两 直线 相交 于 Oo。 在 点 上 取 
两 点 4、B, 在 i, 上 取 两 点 C、D。 设 a 是 任意 给 定 的 下 
数 , 求 满足 条 件 

APAB+APCD= a 
的 点 疡 的 轨迹 。 

解 :如 图 6-4, 在 上 
上 取 E、F, 使 A EDC = 
入 FDC =a。 在 1, 上 职 
G、HH， 使 AG4B = 
六 H4B = a。 显然 0 是 
EF 的 中 点 ,也 是 GH 的 
中 点 。 于 是 , 四边形 
EGFH 为 平行 四 边 形 。 

我 们 说 : 这 个 平行 
四 边 形 的 周 界 就 是 所 求 
的 轨迹 。 
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从 数学 裁 育 到 坟 育 数学 


下 面 先 证 轨迹 的 纯粹 性 。 设 P 在 口 BGFH 周 界 上 ， 
比如 在 EG 边 上 。 设 PG = AEG。 由 闪 边 比例 定理 


APCD pe 
AECD EG 
所 以 
A PCD = AMN ECD= Aao 【上 | 
同 理 
APAB= (1- AAGAB= (1-A})ao (2) 
7 [1 + {2) 得 六 PA4B + 入 PCD = a ,纯粹 性 得 证 。 


下 证 轨迹 的 完备 性 。 设 0 不 在 口 E6FH 周 界 上 , 连 
i 0Q0 交 其 周 界 于 PP, 则 由 共 边 比例 定理 得 

AQCD AQAB 00 

A ABC 和 AP PT 


合 比 之 ,得 
P+ 人 OU, 
即 0 不 在 轨迹 上 。 口 
以 上 举 的 例子 都 是 直线 型 轨迹 。 下 面 介绍 一 个 涉 肥 
到 圆 的 轨迹 。 
[ 例 6.1.8] 给 了 平面 上 两 点 4、B, 对 给 定 的 常数 上 
宕 0; 求 满足 条 件 r 
A PAB = kk" PA* PB {6.1.1) 
的 点 了 的 轨迹 。 
i | 解 : 有 多 种 情形 . 
和 [1} 车 4、8 重合 而 >0, 轨 迹 由 一 个 点 4 构成 。 
(2) 若 4、B 重合 而 和 =0, 轨 迹 是 全 平面 。 


126 


六 、 面 积 方 法 症 课 学 


13) 若 4 有 虹 不 重合 而 站 = 小 , 搜 迹 是 直线 49。 
(4) 若 4.8 不 重合 而 > ,轨迹 由 A.B 两 点 构成 。 


(5) 党 4.8 不 重合 而 0< 才子 时 ,将 (6.1.1) 式 与 三 


1 


(6.1.11 式 等 价 王 


-Pd PB :sin APB 比较 ,可 知 


ain APB = 了 下 
由 此 易 找 出 所 要 的 轨迹 。 
若 258=1) 则 一 4P8 =90", 所 求 
轨迹 显然 是 以 4 为 直径 的 圆周 。 


We 
mee 
mm 


i 
hk, 
I 


若 0<2k<1, 过 A4 作 的 尼 
线 1。 以 8 为 攻心 ,他 为 半径 作 台 2 


交 1 于 秆 、.N, 再 以 BH, BN 为 直径 
作 两 个 圆 ,这 两 个 园 周 就 是 所 求 的 
轨迹 {如 图 6-5}。 这 时 有 
_AB_ 
= j= 
详细 证 明 从 赔 。 图 
以 上 举 出 的 轨迹 ,有 空 集 、 全 平面 、 一 条 直线 、 两 条 平 
行 线 、 两 条 相交 直线 、 带 形 域 、 平 行 四 边 形 域 平 行 四 边 形 
周 界 、 八 边 形 周 界 、 癌 周 、 一 点 集 、 两 点 集 共 12 种 类 型 。 
这 样 丰 富 多 彩 的 轨迹 作为 课外 活动 的 资料 ,可 使 学 生根 
界 大 开 。 它 们 中 的 许多 都 是 简单 地 用 一 个 面积 等 式 来 描 
述 的 。 很 难 和 想像, 一 个 简单 的 等 式 有 如 此 多 的 变化 。 学 
生 可 以 由 这 些 例 子 得 到 启发 ,提出 别 的 有 趣 的 扫 迹 题 。 


5in AMB = gin ANB 2k, 


图 6-5 
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尝 渭 府 负 生前 联 闪 多 二 


以 闸 学 教育 吧 裁 育 闸 学 


例 6.1.6 就 可 以 有 大 量 的 变化 :把 4、B、.C、D 4 点 故 为 3 
所 、 住 昔 4 所 或 更 多 的 点 ,轨迹 有 又 会 是 什么 样子 呢 ? 


6.2 面积 与 坐标 


从 小 学 到 初中 ,面积 都 是 止 的 ;但 如 时 引入 带 正 负 号 
的 部 积 ,有 时 更 为 方便 。 

按照 通常 的 约定 ,简单 和 多边形 { 即 边 界 不 和 自己 相交 
的 和 多边 形 ) 面 积 ,依照 边界 "走向 "来 确定 正 负 号 。 如 果 指 
定 的 边 卉 走 疝 是 送 时 针 方 同 , 国 积 为 正 ; 友 之 ;边界 走向 
为 顺 时 针 方 向 ,面积 为 负 。 至 于 边界 走 问 ,可 以 在 圈 上 用 
箭头 表示 ,也 可 以 用 项 点 的 排列 顺序 表明 (如 图 6-6j。 


LZ> {> 


Simp> 0 Sadne 达 0 

图 5-56 
为 了 区 分 带 号 面积 与 不 带 号 面积 ,我 们 在 表示 面积 
的 符号 上 画 一 横 线 来 表示 带 号 面积 ,如 Sigep = - Soe、 


入 ABC = 入 C48 等 等 。 

带 号 面积 的 好 处 ,在 于 它 可 以 用 更 简洁 的 语言 来 描 
述 一 些 几 何事 实 。 例 如 ,下 面 的 3 名 话说 的 是 平凡 的 几 
和 何事 实 ， 

(1) 车 P 在 线段 3C 上 ,出 

A ABC = A ABP + A APC, 


六 、 画 舱 方 法 在 课外 


一 一 一 一 一 ——— ----- ---- 一 ' -- 


(2) 若 已 在 BC 的 延长 线 上 ,; 刚 
A ABC = A ABP - A APC, 
(3] 若 忆 在 C8 的 延长 线 .上 ,如 
A ABC = AAPC - A ABP。 
这 么 平 间 的 事 , 要 坚 蚂 好 几 人 加。 如 果 用 了 带 号 面 税 ， 
4 名 话 便 可 以 并 成 一 句 : 若 PP 在 直线 BC 上 , 则 
AABC = A ABP + A APC。 {6.2.1}) 
图 6-3 了 清楚 地 表明 了 上 面 这 个 等 式 的 售 意 。 


疼 6-3? 

注意 , 当 PP 在 BC 边 上 时 ,从 4BP 与 人 APC 同 号 ， 
(6.2.1) 式 成 为 人 ABC = 入 ABP + 入 APC, 即 (1)}。 着 PP 在 
BC 的 鞍 长 线 上 时 ,人 ABP 与 全 4BC 同 号 但 与 人 APC 反 
屿 ,(6.2.1)} 式 成 为 AABC = 入 4BP -入 APC :成 了 (2)。 当 
P 在 CB 的 延长 线 上 时 ,人 入 ABC 与 人 APC 同 号 而 与 A ABP 
反 号 , 它 又 成 了 (3)}。 你 看 ,一 个 简单 的 等 式 就 这 样 包含 
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几 准 学 雪 育 到 类 育 数学 


了 丰富 的 信息 。 
所 再 看 图 6 -8。(1} 表 示 上 出 四 边 形 的 面积 为 两 个 三 角 
P| 形 曾 积 之 和 , {2) 表示 贴 四 边 形 面积 等 于 两 个 三 角形 面积 

之 差 。 即 : 
bed 
客 nD D 
省 c [7 
< 

| 
四 B 
{1) (2) 


图 6-8 
(1) San = A ABD + A BCD, 
(2} Summngascn = ABD - A BCDo 
用 了 带 号 面积 ,这 两 个 等 式 便 可 以 统一 撤 述 成 
Suc = A ABD + A BCD, 
类 似 地 ,可 以 引进 “有 向 角 " 的 概念 。 我 们 约定 :者 
a 从 ABC >0, 则 ABC 为 正 角 ,反之 为 负 角 。 用 记号 并 表 
党 泽 消 。 示 有 向 角 , 则 三 角形 的 带 号 画 积 公式 是 


AABC = bosin 2 CAB = acsin x ABC 


= 广 absin 2 Bed。 


» 而 带 号 面积 的 共 边 比例 定理 , 则 可 以 配合 有 向 线段 表示 
; Le 。 为 


六 、 面积 方法 站 课外 


张 角 公式 可 以 用 有 向 前 表示 为 
sin XC APB sin 2 CPB sin A APC_ 
PC PA PB 
或 者 写成 
sin x” BPC , sin xX” CPA ; sin Xx” APB 
PA PB PC 
这 样 使 用 了 带 号 面积 有 向 角 和 有 向 线段 之 后 ,可 以 
使 许 细 命题 表述 得 更 一 般 , 证 起 来 更 阐 单 ,用 起 来 更 广 
泛 。 限 于 篇 幅 , 这 里 不 再 详 述 。 
有 了 带 号 面积 ,就 可 以 引入 面积 坐标 了 。 
规定 了 项 点 排列 顺序 的 三 角形 叫 定向 三 角形 , 定 问 
三 角形 48C 记 作 A4BC。 在 平面 上 任 取 一 个 定向 三 角形 
太 444 叫 它 "坐标 三 角形 * ,4 、 4 、4; 叫做 基点 。 对 
平面 上 任 一 点 形 , 就 有 了 3 了 个 三 角形 : AMd,4,、 
入 M4, 41、 入 MA,4,。 这 3 个 三 角形 的 带 号 面积 分 别 记 作 
sy = A NMA, As ss = A MA A ,3 = A MA, A,o 
它们 的 定向 ,由 入 4, 4, 4, 中 3 边 的 走向 决定 {如 图 
6_9j。 
我 们 把 三 元 数组 
{ss 5821 83] 器 做 {以 MA/ 
太刀; 机 为 坐标 三 角 AAA NAN 
形 时 ) 点 及 的 "面积 坐 ” 4 一 -= 4 
标 ”, 记 作 


= 蜂 。 


i 


六 消 次 刘海 六 联 设 沽 呈 


从 数学 裁 育 到 裁 育 数学 
2 


M={s, ,ss1s jun 
显然 ,相同 的 器 有 相同 的 坐标 ;不同 的 后 有 不 同和 的 坐标 。 
ss 2 山谷 有 的 3 个 "坐标 分 量 "。 

不 过 ,随便 给 3 个 数 , 可 不 一 定 是 某 个 点 的 沟 标 。 因 
为 如 果 记 8 = 和 4 4 4,; 一 个 点 的 坐标 {s ,s,s 一定 要 
满 正 

SS 十 3 十 5 二 号 (6.2.,2) 
仔细 着 -一 看 图 6-9, 便 可 "看 "出 这 条 规律 来 。 

在 {6.2.2} 式 中 , 若 8$ > 0) 便 称 为 右手 坐标 系 , <0 
称 为 在 平 系 。 当 不 加 说 明 时 ,通常 指 右手 系 。 

既然 一 个 点 的 3 个 坐标 分 量 之 间 满 足 关系 5 + s+ 
5 = ,那么 ,只 要 知道 了 两 个 , 便 可 以 写 出 第 三 个 来 。 倒 
如 当 5 =g 时 ,一 个 局 的 坐标 是 (ep,，*) ,这 * 一 定 是 
8-a-b, 而 (3,*， 一 1) 便 是 (3,6, -1),{* ,rs3) 便 是 
15 一 ff 了) 等 等 。 

确定 一 个 点 的 面积 坐标 还 有 男 外 一 种 途径 , 即 给 出 
三 者 之 比 

$51 Ba $4 = R12 Ho 
这 时 ,i :poo:pa) 便 叫做 目 = {ss$ 和 353) 的 齐 次 面积 坐 
标 。 通 前 ,也 把 (aspascps] 叫 慷 半 的 重心 坐标 。 其 物理 
意义 是 鲜明 的 :如 果 给 4 、4,、4, 赋 以 质量 站 Ar 2， 则 
质点 4 fo 、 df 4 的 重心 恰 在 邓 处 。 

重心 坐标 与 面积 坐标 之 间 的 换算 很 简单 。 若 用 的 
面积 坐标 是 (35,33,s *) 则 任 取 一 实数 下 关 0 便 得 到 形 
的 一 组 重心 坐标 (51 :有 82: (5 一 51 一 82)); 友 过 来 ,若林 
的 重心 党 标 为 LA: py: pa): 则 其 面积 坐标 为 


六 、 面积 方法 在 课外 


pt fea + Pa pr + pa + pea fy + fe + 
由 此 看 出 ,一 个 点 的 重心 坐标 {yg :p62! py} 应 当 满 足 条 件 
0 着 j++ 0 就 襄 f 人 pp :p31 代 
表 一 个 “无 穷 远 点 ")。 当 mm+ Hp + pa = ] 时 ， 
Ca pz; py 上 做 "规范 重心 坐标 "。 当 85=1 时 ,面积 坐标 
也 就 是 规范 童心 坐标 。 
距 然 知道 了 入 =1s ,8153) 的 两 个 面积 坐标 分 景 就 


| AAD _ Ha Ha ) 。 


可 以 确定 好 ,所 以 可 以 干脆 用 (si, ss) 来 表示 点 对 ,或 者 
3 8 _. ~ 31 47 J 
用 { 号 , 呈 ) 来 表示 。 这 时 ,| 号 ,号 ) 叫做 在 坐标 系 


14， 肌 机 ,44 之 下 新 的 仿 射 仅 标 ,而 4 四 做 这 个 仿 
射 坐标 系 的 原点 。 

如 果 14i41=1441=1 6 44 = 90°, 则 这 个 
仿 射 坐标 系 1 4, 44d, ,4 4 0- 做 党 卡 儿 人 柳 标 么 ,也 就 是 
常用 的 直角 坐标 系 。 

这 样 ,面积 坐标 实际 上 包 插 了 重心 坐标 、 仿 射 坐标 、 
直角 上 坐标 等 多 种 坐标 。 在 面积 坐标 系 里 推出 一 个 公式 
来 ;马上 可 以 变换 成 在 其 他 坐标 系 里 的 公式 。 

下 面 到 出 面积 坐标 系 里 的 几 个 基本 公式 

{1} 定 比 分 点 公式 

在 面积 坐标 系 里 村 = {5855195841M = 有) 
而 对 在 直线 好 | 型 上 , 且 杂 好:WH, = 4, 则 时 的 坐标 
[sgzy gs 可 用 下 列 公式 计算 ， 


x = 一 一 人 = 12,3)o (6.2.3) 


133 


浅 济 潮 拆 半 兵 联 总 天 和 


鼠 洪 条 丛 汪 的 联 执 图 于 


从 数学 数 育 到 坟 育 数学 


这 一 公式 的 证 明 , 可 参照 例 $.3.8 的 证 明 。 根 据 这 个 
公式 ,可 写 出 仿 射 坐标 系 、 直 角 坐 标 系 以 及 规范 重心 坐标 
系 里 的 类 似 公 式 。 但 是 ,这 个 公式 在 一 般 重 心 坐标 系 里 
并 不 成 立 。 固 为 每 个 点 的 坐标 可 乘 以 任意 因子 ,这 厂 坏 
了 定 比 组 合 的 性 质 。 

(2} 直线 方程 式 

设 直线 1! 上 有 两 个 点 从 和 53s21531、M, (i,t;1)， 
则 了 上 任 一 点 村 (xxayxs]j 应 满足 条 件 16.2.31 式 ， 即 

(1 +A)x, sy ii = 0 
(1+Ajxs -5 - At, = 0) 
(1 + A)%y — 81 — Als = Oo 
这 里 参数 4 = 肝 有 开 : MH;,。 从 16.2.4) 式 中 消去 参数 4, 得 


(6.2.4) 


x 5 ty|= 0 (6.2.3) 
二 3 点 3 1 
这 就 是 对 .于 、 和 ;3 点 共 线 的 条 件 , 也 可 以 看 成 好 的 面 
积 坐 标 所 满足 的 直线 方程 式 。 
把 上 面 这 个 行列 式 的 第 一 .二 行 加 到 第 三 行 上 ,并 且 
把 第 三 行 除 以 5, 得 


这 就 是 仿 射 坐标 系 里 3 点 共 线 的 条 件 , 或 者 说 是 仿 映 从 
标 系 里 的 直线 方程 式 。 
杷 16.2.5} 式 展开 ,得 


C1) + CaN + Cx = 0o 


六 、 面 千 方 浅 在 课外 


这 就 是 面积 坐标 系 或 重心 坐标 系 里 直线 方程 式 的 一 般 形 
式 。 
那么 ,系数 c1、c;、c; 有 什么 几何 意义 呢 ? 回答 颇 为 
有 趣 。 设 4 、4,、4; 到 直线 ! 的 带 号 距离 分 别 为 有 、,、 
hh; 并 约定 车 4,、A; 位 于 ?的 向 侧 , 划 、h 同 号 ,将 则 
hh,、 反 号 。 这 时 一 定 有 
ce 二 {6.2.6) 


闭 5-10 
事实 上 ,如 图 和- 10, 设 直线 了 交 4 4 于 P, 则 P 的 
面积 坐标 为 {si ,sy 0]。 因 PP 在 i 上 , 故 
CSI 十 es3a = Oo 


又 设 4、4; 到 1 的 荆 足 分 别 为 0,、0,, 则 


APAA, WP 


Ce 

"7 KL TE 
420 六 
A 


同 理 ce = 衣 :; 骨 : 于 是 16.2.6) 式 成 立 。 
{3) 两 点 距离 公式 


滥 尖 次 入 妆 浴 米 小 国 避 


从 数学 才 育 到 坊 萌 效 学 


如 图 各 一 11 , 求 责 点 币 =15i，s3) = [有 


让 的 距离 。 作 NP/ 4;4;, 并 使 MP/ 4 4s, 记 
遍 
各 
以 
客 
-将 
者 
准 
毗 
.天 
图 5-11 
a = | Adi,as =1A A , as = 14 4,1o 
易 求 出 
一 { 一 5 
PA = 号 A A 
~ (b - sj 一 一 
NP = S 4d, 4 6 
由 余弦 定理 得 


1 
= | 四 一 


-2elesl(E 53] (Et 一 ss } eosd, | a 
这 个 公式 关于 3 个 坐标 分 量 不 对 称 。 若 5 =1, 并 记 


2 2 2 
Pr = { ez + 493 — GT = G2 G3005A1， 


P| 2 
[ai + 7 — G3) = 4 02005A); 


1 

2 

1, ; 2 2 
Pp2 = pa + Bi — G3) = qq;c0sA,s 
] 
Pa 


了 36 


六 、 面积 方法 在 课外 


则 可 雇 验证 
MN = p(t si) + plis ~ 8) + palts — §3) 6 

这 个 公式 有 简 洗 而 对 称 的 形式 。 如 果 取 会 4,4:4; 为 正 
三 角形 , 且 o=a=eal=va, 则 pp =p,=p,=1。 注意， 
Pi、pz、5i 正 是 本 童 第 5 小 节 将 引入 的 勾 股 差 之 半 。 

关于 加 和 株 坐 标 在 解 题 时 的 大 量 应 用 ,有 兴起 的 读 考 
可 参看 《初等 数学 论 从 》{3) 中 杨 路 的 文章 《 谈 谈 重心 华 
慰 # 


6.3 面积 与 自然 对 数 


在 现行 高 中 课本 中 , 提 到 了 以 弟 数 e= ?2.71828… 为 底 
的 对 数 一 -自然 对 数 。 以 后 ,又 不 加 证 明 地 介绍 了 极限 
lim( 1 + 二) = e 初步 引进 了 函数 e*、Inx 以 及 其 求 导 法 
则 。 这 是 很 有 必要 的 ,因为 e* 和 Inx 是 高 等 数学 中 极其 重 
要 的 一 对 函数 。 但 是 ,中 学 生 学 到 这 里 ,往往 觉得 eer 和 
lex 高 深 葛 测 。 

车 用 曲线 y = 一 下 的 面积 引入 自然 对 数 Inx , 则 显得 简 


单 具体 直观 性 强 , 而 脏 涉 及 的 基础 知识 少 , 还 把 平面 几何 、 
解析 几何 与 高 等 数学 更 密切 地 联系 起 来 了。 


定义 6.3.1 在 笛 卡 儿 和 坐标 系 中 ,曲线 y= 二 («>0) 之 


下 * 轴 之 上 ,直线 x=az 和 >*r= 上 之 间 的 面积 ,当天 泣 上 20 
时 , 记 作 5, ,并 约定 5; = - 8, {如 下 页 图 6- 12)。 
推论 6.3.1 5S» =0。 
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从 数学 裁 育 到 才 育 数学 
0 


推论 6.3.2 +5,= 3 

任 取 一 个 正 数 ,把 
全 平面 沿 了 轴 方 向 作 一 
个 均 与 的 .比例 系数 为 天 
的 "压缩 "( 当 jr > 1 时 实际 
上 是 "扩张 站, 又 沿 斑 轴 


方向 作 比例 系数 为 二 前 


"扩张 "{ 当 jx >1 时 实际 上 
是 “压缩 ")。 这 样 ,一 个 坐 
标 为 {xiyj 的 品 4, 变 成 了 


江湖 次 的 山 了 机 琴 问 确 千 


图 585-12 


华 标 为 (+,y} = =x，py) 的 点 水。 由 于 专 = xy 所 以 


曲线 y = 工 的 点 仍 变 到 此 卓 线 上 。 
在 这 种 变换 下 , 任 ,…- 个 两 边 与 半 . 了 轴 平 行 的 矩形 仍 变 
成 这 样 的 矩形 ,而 旦 面积 不 弯 。 设 P,P, P;P, 是 这 样 一 个 


和 矩形, 且 
P, 三 (x ls Ps; 二 {x yl 


PP, 二 { zy3 1 旧 ， 一 {x Ya je 
经 变换 之 后 ,和 矩形 P, P,P, 已 变 为 矩形 PP; PP , 且 


先 | 时 2 
PI = "Ps = (了 oo 3 


Pp; = (二 on Pi= (9) 


原来 矩形 的 面积 是 1{ x, -x1) {7 - 四 变换 之 后 ,矩形 的 
和 面积 古 


六 、 面 积 方 法 症 课 外 


半 x 
二 (a = 9) | 1 -at - | 
{ | /人 人 “ ] 


没有 变化 。 这 是 因为 矩形 的 长 缩小 为 原来 的 几 分 之 一 , 宽 
就 增 大 到 原来 的 几 借 。 
利用 无 女 细 分 . 求 和 、 取 极限 的 看 积 计 算 原 理 可 知 , 曲 


线 了 = 信之 下 的 每 块 面积 $$ 在 (4,y) 一 | 六 ,9 的 安 搞 


中 不 变 o 这 时 ,点 {a,0) A ,0}, {8 :0) 变 为 (二 ,0] ,而 


路 变 为 55, 故 5: o 


推论 6.3.3 对 任意 1 >0 ,有 
8S* = SY 


这 里 用 代替 了 二 。 至 此 ,可 以 引入 自然 对 煞 了 。 


定 祥 站.3.2 对 0<xz<+e 记 上 人 =lnx 并 称 函 数 
y=]nx 为 x 的 自然 对 数 。 
从 两 个 定义 及 3 个 推论 中 ,立刻 得 到 自然 对 数 的 一 系 
列 性 质 。 
命题 和 ,3.1 y= lnx 的 基本 性 质 
(1) ( 率 变 加) n(xwixs)】 = lnx, + lnxso 
(2) 【递增 性 ) 当 x < x 时 , lnx, < ]nx;o 
Inx=0 {x=1), 
{3) Inx>0 (x>1), 
lnx<f lx<1)。 


DD 也 可 不 用 压缩 变换 ,直接 用 求 导 方法 证 明 中 = 号 "。 即 令 f(x) - 
St ,glxl 三 Si 再 证 明 fi11 = stl)} 二 DFI zx 三 glxlo 


139 


党 江天 六 央 愉 玖 扩大 二 


| 
| 


省 济 认 从 甘 典 素 世 名 避 


从 数学 才 育 和 到 才 育 数学 


(4) 《连续 性 )} lim lex = lnxoo 


1 
lr+w 


(5) (对 数 函 数 不 等 式 ) 一 < In(1+) 二 《或 
1 ] 
< mli+ 全 js 二。 


(6) ( 求 导 法 则 ) [lnx)” = 一 。 

[7)《 值 域 ) 当 = 取 通 人 0 + 2) 时 ,nx 取 裔 全体 实数 。 

下 面 烈 出 证 了 朋 这 些 性 质 的 方法 : 

性 质 (1} 可 由 定 闵 及 推论 6.3.3 证 明 。 

In{xyx3)} = ST = ST + 31 = S11 + HY = Iinx + nryo 
这 里 关键 的 一 步 是 S%%* = 5S? ,这 相当 于 推论 6.3.3 中 取 


守 


a=1:=x 而 和 =xio 由 性 质 (1 还 可 知 in 2 = Inx; - In%, 
上 
(只 要 在 (中 取 mW = % ,ma = 交 , 可 得 inys = ny + 了  } 以 
hx" = nlnxe 
性 质 {2)}、(3)}、{4) 均 由 定义 得 出 . 

lnx; — lnx, = DF >0 (x > x), 
又 显然 月 

| S32 | 起 | x — 1. 工 =- 守 1 

! wi Xx] 


放 当 x 一 各 时 53 一 0, 这 就 证 明了 连续 性 。 


然 了 。 
图 中 阴影 部 分 面积 是 lnll + zi 小 于 和 矩形 4BCD 面 
积 1， x = x*, 大 十 乱 形 4BFE 的 面积 x | =.* , 即 


lr+x lo+x 
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坟 、 面 入 方 法 在 课外 


和 
-图 
释 - 
: 舍 
散 
图 6-13 从. 
不 等 式 (5) 成 立 。 当 x <0 时 ,不 等 式 可 由 到 : 
-mt+s) = ll- 了 Te . 
导出 。 
性 质 {61 可 由 性 质 {1) 与 (5) 导出 。 按 导数 宗 义 ， 
(lnx}) = lim Intx + h) - lnx + h) -lnx 


i144) 
= mint+ |)e 


ho 
1 ] h 1 
区 + 由 < Fn(1+ 2)< x 
当 玉 <0 时 ,由 (5) 得 
1 i 丰 ] 
二 < in(1+ 羡 | < 
令 h 一 0 取 极 限 即 得 
.1 让 1 
四 To +) 
性 质 17} 可 由 连续 性 及 Ina” = nlna 推出 。 当 @> ] 时， 
im lna =+ mw; im lna- ”=- 她， 


可 其 Inx 取 遍 ( - wm ， + 吧 】 ) 的 值 。 
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世 江 次 诬 湾 的 或 妆 脱 时 


有 数学 才 育 到 裁 育 数学 


由 递增 性 与 连续 性 知 ;ljnx 有 惟一 的 反 孙 数 E{lx), 且 
{x) 连续 递增 ,因为 Inx 定义 于 10, + %m) 而 值 域 为 
f+) 夏 玉 (x) 定义 于 {- ww，+ m】 而 取信 和 了 十 
(0; + 名 je 又 由 肥 鸭 数 求 导 法 则 可 知 

(Elx))’ = Elx]o 

现在 引入 记号 E(1) = e, 我 们 指出 ,E(x) 恰巧 就 是 
指数 函数 拓 。 

冯 先 , 若 设 yi = jez yyy = inxs， 刚 

五 {7i +T) = Ellnx, + Inx,) 
= Elln(x,* x,))] 
= Xxs = Elyi}l* Ely,]s 
最 后 两 步 是 根据 反 函 数 的 定 尽 得 来 的 。 
因为 y, 、Y, 是 任意 的 ,可 得 
Elnx) = 吾 [(x + (n—-1}x! 
= E(x): El(ln— 1}x) 
= E{x) El{n 一 2 二) 
2 Elx)", 


取 * = 1 得 Eln) = {El1))” = e*; 叉 取 x = 二 ,得 
BE[ 工 ) = ei: 取 x = 了 ,得 E[ 芋 ] = (EE( 二 )】 = 民 。 可 网 


对 一 切 正 分 数 有 Elx) = 全 ;又 因 lnl = 0 得 0) = 1, 故 
Eltx}E(- x) = Elx- x) = E(0} = 工 


如 得 Elx} = (EE(- x}}''o 
Elx) = {El- x)}) = {e”)” = e’。 


总 之 ;对 一 切 有 理 数 有 E(x】 = eo 根 据 连续 性 可 郑 
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六 、 面 虱 方 法 冲 课 外 


E{x) = e” 对 一 切实 数 x 成 立 。 
最 后 ,我们 来 看 看 e 是 什么 ” 
由 y= lnx 的 基本 性 质 {5) 


nll+ir) eX, 
ll+x 


取 x*= 4 : 则 当 4>0 时 有 


1 
1 + 二 


co 
同 用 4 乘 ,得 

7 < nnll + 二) < 1。 
同 取 E{x) 的 值得 


F(a)}< (1+ 了 工 ) < Et1}。 


令 二 + wm, 两 边 的 极限 都 是 (1} , 故 


1 各 
im {1+] = EI(1] 三 和 所 


A 


这 就 是 目前 中 学 课本 中 了 略 去 了 证 明 的 那个 重要 极限 等 式 。 
回顾 整个 推导 过 程 , 除 了 面积 大 小 的 比较 之 外 ,并 没 

有 用 到 更 多 的 东西 。 这 似乎 比 先 引 入 ee’ ,再 引信 Inx 要 

直观 浅显 得 多 。 这 里 又 一 次 展示 了 面积 法 在 数学 教学 中 


的 重要 作用 。 


微 积 分 蜂 有 两 类 重 要 函数 :三 角 函 数 与 反 三 角 函 数 、 
对 数 函 数 与 指数 函数 ,它们 都 可 以 从 面积 出 发 引出 来 。 


6.4 一 线 串 五 珠 


两 干 多 年 来 ,人 人 们 总 结 了 许多 有 趣 的 几何 题 。 特 别 
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这 测 益 办 江油 辜 池 其 已 


i 


=- 
ee 
a 


a 
Ce 


从 数学 才 育 到 裁 育 数学 


是 一 些 由 名 家 提出 ,或 被 名 家 解决 的 流传 甚 广 的 几何 名 
题 ,就 如 闪闪 发 光 的 珍珠 ,点 缀 着 玩 丽 的 几何 园林 。 下 
面 ;我 们 就 从 这 些 珍珠 中 选 出 5 颗 赏 玩 一 亚 , 它 们 都 与 几 
何不 等 式 耕 关 。 

题 1，【 托 勒 密 不 等 式 } 设 4、B8B、C、D 是 平 轴 上 任意 
4 点 , 求 让 : 

AB .CD + AD: BC = AC: BD, 

且 等 号 仅 当 四 边 形 48CD 是 圆 内 接 凸 四边形 时 成 立 。 

题 2，【(【 费 巴 上 专 问 题 或 拖 泰 纳 问 题 ] 已 知 平 功 上 有 
4 . 百 .C3 点 ! 求 平 加 上 这 样 一 点 玉 , 它 到 3 点 距离 之 和 
PA + PB + PC 最 小 。 

题 3. 【从 光 行 晨 速 原理 导出 光 折 射 定 律 ) 平 右上 
二 、B 两 点 在 直线 ! 的 两 侧 : C、DB 两 点 件 直 线 1 上 。4C、 
BC 分 别 和 /成 锐角 .98,, 且 9 与 68 不 相 分 。 求 证 : 

AC BC AD BD 
COS " COSH ~ Cost + cosd, 

上 且 其 中 等 号 促 当 〖 与 五 重合 时 成 立 。 

题 4. {法 格力 诺 问 题 ) 已 知 锐 角 三 角形 4BC, 求 它 
的 周 长 最 小 的 内 接 三 角形 。 

题 5。 { 尼 尔 多 斯 一 一 莫 民 尔 不 等 式 ) 设 为 六 ABC 
内 或 周 界 上 的 一 点 ,P 到 3 边 的 距离 分 别 为 x、y、z。 求 证， 

PA PB+ POS2(x+ YY+#)) 

等 号 仅 当 入 ABC 为 正三 角形 , 且 P 为 AABC 中 心 时 才 成 立 。 

个 题目 ,来 自 相隔 两 干 年 的 不 同时 代 , 来 自 导 下 万 
里 的 不 同 国度 ,风格 形式 也 各 不 相同 。 历 代 和 名 家 已 有 各 
种 巧 癌 妙 解 ,很 难 想像 ,它们 能 从 同一 个 平凡 的 思路 入 于 
被 一 一 击破 ! 本 来 了 轰 , 名 题 之 所 以 在 名 ,也 是 因为 它们 各 


了 4 


上 六. 面 和 方法 让 麻 外 


具 特 色 ,难以 用 统一 的 思路 解决 。 
但 是 ,我 们 发 现 确 实 有 这 么 一 个 平凡 的 思路 能 够 克 
敌 制 胜 , 它 就 是 :把 一 块 面 积分 成 几 块 , 玫 坪 面积 之 和 等 
于 原来 的 那 一 块 。 
下 面 先 用 这 个 思路 解决 较 容 易 的 题 2。 
如 图 65- 14, 在 正信 LYN 内 任职 一 点 P, 就 有 
ALHMN= APMN+ APNL + APLIM, (6.4.1) 


™ 


图 6-14 
由 P 向 MN、NL、LM 分 别 作 垂 线 , 牌 足 为 4、B、C, 则 有 
2 LMN = (PA+ PPB+PC ae， (6.4.2) 
这 里 a= MN= NL= LH, 


对 于 任 一 个 不 同 于 P 的 点 人 ,因为 " 笠 线 比 乒 线 长 ”， 
则 有 
(O04 + 0B + OC} a >2(A ONN + A ONL + A OLN) 


=2A LMNo (6.4.3) 
比较 16.4.2) 与 16.4.3) 得 
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备 济 济 剖 叶山 跨 疗 鸯 主 


引 数 学 才 育 到 栽 育 数 笠 


PA+ PB+ PC< OA+r OB+ OC, 


(6.4.4) 


这 表明 P 是 与 4、.B、C 中 离 之 和 最 小 的 那个 点 。 

为 了 把 这 个 结果 用 丁 题 2, 应 当 找 出 P 点 的 特征 。 
仔细 观察 可 以 看 出 ,在 四 边 形 PANB8 中 , 国 一 Pr = 
PBN = 00 故人 APB = 180° - WwW=i20。 同 理 知 
BPC = CPA = 120*。 于 是 "者 入 ABC 内 有 一 点 已 ,使 
APB= LBPC= /ACPA=120%, 则 PP 使 PA+ PB+PC 


到 到 最 小 "。 


图 6-1t5 

剩 下 的 两 个 小 问题 是 : 吕 如 何 找 出 点 P? 加 没有 这 
样 的 点 P, 怎 么 办 ? 
找 点 P 的 方法 如 图 6-15 所 示 : 分 别 以 4B、AC 为 一 


边 ,向 六 ABC 外 作 正 入 ABD、 
正信 ACE, RI A ABD A ACE 
的 外 接 圆 的 交点 P{ 椒 同 于 
4} 即 为 所 求 。 因 为 四 边 形 
PAEC、P4DB 是 圆 的 内 接 四 
边 形 ,而 己 只 一半 内 为 60°。 

如 果 /BAC > 120*, 则 
两 圆 的 交点 P 不 在 人 ABC 
内 。 这 时 ,所 要 的 护卫 应 当 


证 明 已 经 有 了 ,下 面 我 
们 过 4、8、C 分 别 作 PA、 
PB 、PC 的 垂 线 , 这 3 条 雪线 
就 构成 正六 LMN。 以 下 的 
论证 ,就 是 重复 16.4.1) 式 到 
(6.4.4) 式 了 。 


六 一- M 
pe 


图 -16 


坟 、 面 铬 方 法 企 站 外 


与 4 重合 。 从 图 6-16 中 可 以 看 出 :如 果 过 召 、C 分 别 作 
A4B、AC 的 垂 线 筷 、 信 ,上 妈 、CL 交 于 再 过 4 作 直 线 
NM 与 BL、CL 交 寺 NN. 使 LN = LM, 则 因 BAC 兰 120° 
得 上 夺 60°, 于 是 MASILN。 记 LN= LM=&a, 则 显然 有 
2A. LMN =2(A ALM + LALN) 
= (AC+ AB}*o, 
而 对 任意 另 一 点 如 , 则 有 
2A LMN =2{(A ONN + AONL + A OLM) 
< OA* MN + QBra+ QC*a 
< 04+ OB+ OC):ao 
于 是 
AB + AC < OA + QB + QU, 
这 证 明了 4 是 所 求 的 反 Po | 
坝 在 我 们 用 男 一 种 方法 分 割 三 角形 ,来 解决 题 4, 即 
求 锐角 三 角形 4BC 的 周 长 最 小 的 内 接 三 角形 。 
问题 的 答案 是 很 多 人 知道 的 : 周 长 最 小 的 三 角形 是 
六 4BC 的 垂 足 三 角形 。 已 知 的 最 漂亮 的 证 法 是 法 国人 小 
加 里 厚 尔 马 南 给 出 的 
“镜像 反射 证 法 "。 我 们 利用 
罚 积 法 证 朋 是 个 新 的 思路 。 
如 图 6 - 17, 设 0 是 
和 六 ABC 外 接 圆 的 圆心 ,又 设 
己 . 吕 、 吕 分 别 在 BC、C4、AB 
上 ,到 Bp、a0、eR 把 人 ABC 
分 割 成 3 个 四 边 形 00AR、 
0RBP、OPCQ , 则 有 


泌 测 将 的 妓 的 于 条 咒 局 


从 数学 才 育 到 裁 育 数学 


A ABC = Sonun 十 号 DB 十 Sopco o 
设 外 接 圆 半 径 为 7, 则 


Soon < "QR, 
r 
don E77" FP, 


Sorce < "PQo 
所 以 
AABC<F'(QR+ RP+ PO), 
也 就 是 
OR + RP + PO SA ABCo 


可 见 , 内 接 三 角形 周 长 最 小 是 二 A4BC。 而 这 个 最 小 


值 当 且 人 既 当 04. 0R、0B.L RP、OC」 PQ 同时 成 立时 才 
能 取 到 。 不 难 证 明 ,这 个 条 件 当 且 仅 当 PC@、 员 都 是 牌 足 
时 才能 满足 。 
如 图 656~ 18, 如果 P、0、R 都 是 垂 足 , 则 B、C、Q、R 
共 圆 ,因而 过 4 作 切 线 4AX 后 ， 
/ AOR = /A ABC = CAX。 
于 是 RO /A AK, 故 04 | RO。 同 理 O08. RP, OC | Pu。 
这 说 明 垂 足 三 角形 周 长 最 小 。 
反 过 来 , 若 04 RO, 则 AXA RO。 于 是 
2 REC = /CAY = AOR, 
呈 、.0、B、C 共同。 同 理 , 4A、R、P、C 共 圆 ,于 是 
A ACR= A ABQO.A BAP = BCR.A CAP = /CBOo 
三 式 相 加 得 


六 、 夯 积 方 法 企 翅 外 


人 


图 6-i8 
ACR+/ BAP+ /CAP= /ABQO+ /BCR+/ CBO 
因为 这 6 个 角 之 和 为 180* , 故 
4CR+ 二 了 MP+ 二 Cd4P=90"， 
即 一 4CR + /CAR = 00? 从 而 一 4RC = 90°,B CR | AB。 
同 理 可 证 4P | BC 及 BOL AC。 口 
顺便 得 到 一 个 有 趣 的 命题 (这 个 诈 题 细 被 选 为 1986 
年 全 国 数学 竞赛 的 赛 题 } : 若 r 是 锐角 三 角形 4B8C 外 接 图 
半径 , 则 对 于 BC、CA4、AB 上 的 3 点 了 0 及 ,它们 是 
A4BC 垂 足 的 充 要 条 件 是 A46C = 本 (COR+ RP+ PC)。 
在 题 1 中 ,情况 不 同 了 。 这 里 没有 现成 的 三 角形 供 
我 们 分 割 , 我 们 要 造 一 个 适当 的 三 角形 出 来 。 
如 图 6-19, 若 4、B、C、D 不 共 线 ,不 妨 设 忆 在 
六 ABD 的 外 接 圆 内 或 圆周 上 。 要 证 明 的 是 
AC: BD AD: BC + AB' CD, 


漠河 谍 的 灯台 隘 妆 塌 嘻 


从 数学 教育 到 才 育 数学 


但 AD: BC 和 AB' CD 都 
不 能 直接 变 成 面积 ,所 以 
我 们 要 设法 让 A8 与 (CD 
相连 ,4D 与 BC 相连 。 
延长 AC 交 外 接 辆 
于 CGC。 当 C 点 在 辕 周 
上 时 ,CC 与 C' 重合 , 作 
图 6- 19 直径 C'A’*。 连 结 本 4、 
A'B、A'D, 再 过 C' 作 直线 C8 WA'd, 自 C'B' 交 加 D 于 
后 ,变相 是 于 有 下。 于 是 一 4 = BD A DP = 
A4'B= 4DB ;故人 入 ABD 与 AA'B'D' 相 似 , 因 而 
= a = hk>0 16.4.5) 
因 A'C' 为 直径 且 A4' VP'D', 故 AC' | BD'。 于 是 有 
AC BD’ =2A A DB 
-2{AVDOC+ANMPFC+ABPDC!I 
< BC AD’ + CD A'B’ + CC DB’, 


即 
(AC’ - CC BD & BC:AD' + CD: A'B'o 
利用 46 -CC = AC 及 16.4.5j 式 得 
AC* BD BC 4D+ CD* AB, . 

其 中 等 号 丛 当 BC LAD 自 CD 4'B' 时 成 空 ,下 与 0 
重合 时 成 立 。 

当 4、8B、C、D 顺 次 在 一 条 直线 上 时 , 易 验 证 等 式 成 
wo 这 时 ,我 们 可 把 直线 看 成 是 半径 无 穷 大 的 内 。 

题 5 本 是 当代 著名 数学 家 厄 尔 多 斯 在 1935 年 提出 的 
一 个 猜想 : 设 P 是 入 48C 内 或 周 界 上 和 任 一 点 , 问 到 3 边 距 
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六 、 而 夭 方 法 羡 亩 外 


离 分 别 为 xy、z 则 PA + PB + PC 之 2(x + y+ zj。 等 式 仅 


当 A 入 ABC 为 正三 角形 , 且 P 是 六 ABC 的 中 心 时 才 成 立 。 


两 年 后 , 莫 代 尔 给 出 
了 一 个 证 明 。 后 来 ,又 有 
人 给 出 了 较 简 单 的 证 明 。 
我 们 这 里 介绍 的 证 法 可 能 
是 最 简单 的 。 

如 图 6-20, 过 五 作 直 
线 交 4 于 有 时, 交 AC 于 NWN， 图 6- 20 
使 AMN = 二 4fB ,于 是 入 AMN 与 六 ACB 相似 。 

由 入 AMN = 入 AMP + 入 ANP, 可 得 

AP* MN sz y" AN + z* AMo 

于 是 车 以 a.be 记 六 ABC 的 3 条 边 , 即 


,AN AM _ 
问 理 有 有 


村 [出 
BP7z + Fp 


CP s+ ”一 


口上 名 


把 (6,4.7?7) 至 16.4.9)3 式 相 如 ,得 
PA+ PB+ PC 


> 


2lx+yY+2z}, 


这 正 是 所 要 证 的 不 等 式 , 且 等 号 仅 当 aa = 上 =e 时 成立 。 
而 在 (6.4.6) 中 ,等 号 仅 当 4 上 WAy 时 成 立 。 这 时 ,= 


{6.4.6) 


{6.4.7) 


{6.4.8) 


(6.4.9) 


“六 济 请 六 甸 拆 当 六 期 呈 


-oo 
i 


丸 效 尝 裁 育 到 才 育 数学 


= 等 价 于 4P | 8BC, 同 理应 有 BP | AC 及 CP | AB。 题 5 
完全 解决 了 。 Lj 
剩 下 的 题 3 与 费 马 的 " 光 行 最 速 原理 ` 有关。 这 个 原 
理 是 : 光 在 传播 时 , 走 的 总 是 最 节省 时 间 的 路 线 。 
如 图 6- 21, 一 束 光 线 从 4 射 到 8B, 在 介质 分 界面 ! 
上 的 一 点 人 ,让 线 会 发 生 折 射 。 直 线 4C、BC 与 1 所 夹 袖 
角 分 别 为 9、8,。 光 在 两 种 介质 中 的 速度 分 别 为 上 、 WU， 


按 折 射 定 律 ， 


UU, = cosd, :costd,o 


漠 测 蛮 坎 对] 四 隘 六 丽 导 


图 6 一 21 
如 时 注 线 经 过 7 上 另 一 点 DD 到 达 训 ,由 的 时 间 是 不 是 蝎 甸 
一 点 呢 ? 
光 由 4 到, 需 时 名 ;由 人 到 B, 需 时 逆 。 按 " 光 行 

最 速 尿 理 "应 有 

AC 2- AD BD 

1 “也 十 一 ED 已 
因为 :UU, = eos ;00s0, ,所 以 


六 、 施 对 方 法 在 这 外 
RN INR 


AC ,BC .AD ,BD 
cosf) cosd, © cos cosg 
这 就 是 题 3 所 要 证 的 几何 不 等 式 。 口 
一 方面 ,从 折射 定律 出 发 ,由 (6.4.401 式 可 知 光 在 折 
射 时 走 的 是 最 省 时 间 的 路 。 反 之 , 若 承 认 了 光 行 最 速 原 
理 ,由 (6.4.10} 妇 可 推导 出 折射 定律 。 
国内 外 曾 有 好 几 位 著名 的 数学 家 认为 由 ,用 中 学 里 的 
数学 知识 很 难 证 明 (6.4,10] 式 。 但 是 后 来 发 现 , 这 个 不 等 
式 竟 有 十 几 种 初等 证 法 昵 
如 图 56-21; 过 8 向 i 作 垂 线 变 1 于 导 , 延 慌 BH 至 
B' ,使 BH= BM, 则 BC= BC.B'D = BDo 分 别 过 4、B’ 
作 C4、08' 之 垂 线 ,二 将 交 于 Ro。 设 慎 、 RB' 分别 交 于 
0、P。 于 是 得 到 
BC PR+ AC* RO =2A POR 
=2{A DOR + A DPR) 
< BD: PR+ AD' RO, 
16.4.11) 


[6.4.10) 


也 就 是 
BC PR+ AC* RO BD: PR+ AD: ROo 
{6.4.12) 
由 正弦 定理 9 直 本 -ss 
PR: RO = sin QO:sinc P= eost, :cosd,, 
代入 16.4,12) 得 
BCcosh, + ACcost, < BDeosd, + ADeosd, o 


由 已 故 数学 大 师 华 罗 庚 在 《1978 金 国 中 学 数学 亮 赛 懒 解 } 前 言 中 就 提 
到 , 那 年 命题 时 想 出 这 个 题 日 ,但 因 没 找到 补 等 解法 而 作 墨 ， 


从 数学 才 育 到 才 育 数字 
一 一 一 一 


两 端 都 用 cos8,' cos9, 除 , 即 得 所 要 证 明 的 木 等 式 。 从 
[16.4.11] 式 可 见 , 等 式 当 且 仅 当 BD | PR 且 AD| RO 时 
成 六 ,这 只 在 C5 与 上 重合 时 才 有 可 能 。 口 

至 此 ,我 们 已 经 把 5 颗 星 莹 闪光 的 珍珠 用 "面积 法 " 
这 条 金 线 囊 起 来 了 。 


6.5 余 面 积 与 勾 股 差 


前 夯 我 们 引进 了 一 个 十 分 有 用 的 三 角形 面积 公式 
ABC= 工 ucsinB, 对 它 适 当地 加 以 变化 ,看 看 有 没有 新 


2 
收获 。 
把 公式 中 的 sinB 换 成 cosB ,会 得 到 另 一 个 与 人 A ABC 


出 漠 示 的 旺 抽 只 和 国 五 


有 关 的 量 aceosB。 为 了 方便 ,给 它 取 个 名 字 , 叫做 


A 4BC 关于 人 8 的 " 余 面 积 ", 记 作 人 4BC = 可 acecosB。 
我 们 马上 可 以 看 出 ,三 角形 的 面积 跟 余 向 积 有 很 大 
的 不 同 。 对 面积 而 言 , 有 
A ABC = besind = ocsinB = absinC 
0 不 论 用 那个 角 的 正弦 来 算 , 结 打 都 一 样 。 对 余 面 积 就 不 
一样 了 ,3 个 量 


teen0s 加 
beeosA, 


bucostl,， 


1 
2 
1 
2 
1 
2 


坟 、 面 入 方 靶 正 课外 


一 般 说 来 是 两 陆 不 同 的 。 也 就 是 说 ,三 角形 的 面积 只 有 
一 个 ,而 人 条 向 积 却 有 3 个 1 

从 几何 图 形 上 看 , 余 面 积 义 是 怎么 稀 事 呢 ? 如 图 
6-22, 在 和 486( 当 一 4BC 二 9 时) 的 一 过 BC 上 , 画 个 正 
方形 BCPO ,出 


eos ABC = A ABC, 


AABO = T asine ABOQ = 7 


2 


A ACP = 于 osin 4CP = bcos ACB = A 八 ACB。 


因为 和 4BQ 与 人 4CP 之 和 恰好 0 p 
是 正方 形 BCPD 面积 的 一 半 ， 
所 以 当 一 4BC、 一 4CB 都 不 是 


中 
了 
- 才 … 
党 
帝 ， 
“ 症 
“ 懂 
并 


钝 角 时 有 “ 4 
AABC+ AACB = 2 pa (1} 
如 果 ABC、A4CB 中 有 a C 
一 个 为 鲁 角 ,该 式 也 成 立 。 如 图 6-22 
图 6-23, 有 
A ABO = Facsin ABQ 
= -accos/ ABC 
0 p 一 一 本 和 0 
_ mr 
rj 一 -站 ABC, 
4 ”a 忆 1 
EN 人 ACP = 本 十 smnL4CP 
Da 
在 可 ff = 3abcosL ACB 
图 6-23 = AACB。 


了 


浊 导 诊 的 区 检 于 站 限 母 - 


从 数学 才 育 妈 才 育 数学 
一 II 


由 于 入 ACP - 入 A480 等 于 正方 形 BCPO 商 积 的 一 半 , 则 
AACB-{- AABC) -5.， 
此 即 {H) 式 。 
按 定 义 ,从 4C8 与 A 8C4 是 一 样 的 ,所 以 可 以 简单 地 


记 作 从 ,, 部 


A,= AACB = A BCA, 
这 样 ,11) 式 可 以 简单 地 表示 为 


3 式 联 立 , 解 得 


我 们 把 六 4+ ce -a 则 做 入 ABC 中 关于 一 4 的 勾 服 
差 , 则 上 面 的 结果 可 搬 述 为 : 


六 、 面 积 方 法 在 总 甸 


余 面 积 公式 “在 任意 三 角形 4BC 中 ,关于 某 角 的 余 
面积 ,等 于 该 三 角形 中 关于 此 角 的 勾 股 差 的 地 
按 余 面 积 的 定义 可 知 , 余 面积 公式 其 实 是 余弦 定理 


的 为 种 形式 。 

基于 余 面 积 及 勾 股 差 的 概念 ,我 们 可 以 把 勾 股 定理 
的 古 希 腊 证 法 推广 为 余弦 定理 的 一 个 证 法 。 一 般 中 学 几 
何 课本 上 都 有 勾 股 定理 的 古 带 脂 证 法 。 如 图 6 -24, 在 直 
角 和 六 ABC 的 3 条 边 上 备 作 一 正方 形 , 有 


所 


: 扑 ， 
全 
省 
训 
堵 

大 . 
村 


图 56-24 
| 
性 
机 
b 


人 CHA=A GBA=F， 


ACB= AD4B = 


Pu 


又 有 


全 [本 + 会 C 列 = 三 ， 


这 就 证 时 了 勾 股 定理 。 
现在 考虑 一 般 的 情形 ,如 图 和 -25, 三 角形 4BC 是 任 


半 流 法 黄 汝 汶 职 漆 陶 刁 


以 着 学 疾 育 到 裁 育 数学 


四 四 ”IN 


意 二 骨 形 {图 中 男 出 的 是 一 个 锐角 三 角形 。 关 于 钝 角 三 
角形 的 情况 ,证 法 类 似 , 只 要 汪 意 到 某 些 引号 故 为 贫 号 ， 
以 受 印 角 余 弦 为 负 的 规律 即 可 j。 这 时 有 


图 5- 25 
A CAH 2 A CAB = NN, 
A CBI = A DBA = A,, 


A BCF = A ECA = No 


以 及 
A,+ A,= ADBA+ A ECA SE, 
A A,= AcAB+ ABCF=S, 
K+ Hs= ACAH+ ACB =S. 
由 此 解 出 


本 人 +c -a)} = 信 。= 本 jceos4， 


eye-i)=As= 林 accosB 
] z z 立 A _ ， 
(a th -cl A = 7 eosto 


这 就 证 明 宁 以 合股 定理 为 特 款 的 余弦 定 埋 。 

以 下 用 记号 Ps 记 六 ABC 关于 AB8 的 多 股 差 。 这 里 
包括 了 入 4BC 退化 的 情形 。 也 就 是 说 ,我 们 有 

关于 三 点 名 股 善 的 定义 ”对 任意 3 点 4、B、C, 勾 股 
过 Pu 定义 为 : 

Ppe = AB*: + BC* -4C。 

由 定义 及 前 面 推出 的 余 面 积 公 式 , 可 得 到 

勾 股 差 的 基本 性 质 

(1)【 色 股 定理 ) 铭 股 差 Ps =0 的 充分 必要 条 件 是 . 
两 点 4、8B 重合 ,或 B.C 重合 ,或 ABC 为 直角 。 

{12} Pipe = Poms 

(3) Ppe + Pycg =2BC’ 

(4) (条 缠 定 理 ) Pa =2AB* BC'cos/ 4BC。 

(5] 【多 股 差 定理 ) 若 二 4BC= XYZ, 则 由 (4) 可 得 

Pu Pyyz 


AB" BE XY YZ° 
特别 地 , 当 Py 站 时 有 
Pryz XY YA 


Po AB*:BC° 


在 解 几 何 是 时 ,如 涉及 重 直 、 角 度 大 小 、 线 段 长 短 等 
图 形 性 质 , 勾 股 差 是 一 个 有 用 的 工具 。 人 下 面 就 来 举 两 个 


例子 。 
[ 例 6.5.1] 已 知 六 ABC 的 3 边 a、8、e; 求 此 三 角形 


济 洲 帝 钠 淹 惧 联 扩 其 习 


尘 漠 将 胸 测 起 了 站 项 生 


， 从 数学 裁 育 到 裁 育 数学 
1 


面积 。 
解 : 太 此 三 角形 面相 为 生 , 则 由 面积 公式 蔓 勾 股 羡 的 
性 质 可 得 
2 
Sin = :C0844 = 

两 式 平方 相 加 ,由 sin4+eos 4=1 得 

4A Ps 

pet ae le 
所 以 A = 40 _ PP,,), 


A = L400 - (bp +c al)’], 


这 正 是 秦 九 韶 的 三 笠 求 积 公式 , 即 海伦 公式 的 丸 一 种 形 


式 。 
4 [ 例 6.5.2] 在 入 ABC 的 
一 边 BC 上 取 一 所 P, 使 #8P = 
48C, 求 AP 的 长 度 。 
解 : 如 图 6 - 26, ABP = 
9" 5 5 4BC, 用 勾 股 差 定 理 可 得 
图 6- 26 Ps。 AB:BP 
Bose AB*BCO 
也 就 是 
+Ara -APi=sAlc +a -hb), 
所 以 


AP: = {A Aja +Ab+(l-A)c:, 
勾 股 差 的 概念 来 自 余 面积 ,而 余 商 积 概念 又 来 自 三 


六 、 面 积 方 靶 在 总 外 


角形 面 和 公式。 但 色 股 差 的 性 质 与 面积 性 质 有 一 个 大 的 
差别 :一 个 三 角形 只 有 一 个 面积 , 却 有 3 个 勾 股 差 ! 这 就 
给 勾 股 差 的 运用 带 来 不 使 。 有 趣 的 是 ,如 果 引 入 四 点 多 
股 差 ,就 可 以 使 它 和 面积 有 更 多 的 相似 之 处 。 

四 点 勾 股 差 的 定义 ”对 任意 4 点 4、B、 人 CDD, 四 点 勾 
股 差 Ppp 定义 为 . 

Piacp = AB’: - BO + CCD’ — DA’o 

利用 余弦 定理 容易 说 明 此 定义 的 几何 意义 。 设 AC、 

BD 交 于 侣 , 设 友 A08B = 9, 则 
Ppcn = 2AC* BDeosd, 
由 此 定义 立刻 会 得 到 有 关 四 点 勾 股 差 的 一 些 基 本 性 


质 ， 
(6) 四 点 鲜 股 差 与 四 边 形 带 号 面积 的 类 似 性 之 一 
Pigcp = 一 Pp = Peme = — Prage 
= Poca = 一 Ppes = Pa = 一 Pepapo 


7) 四 点 勾 股 差 与 四 边 形 带 号 面积 的 类 似 性 之 二 
Psen = Pagp — Persp = Picp — Pacao 
(8) 四 点 色 股 差 与 四 边 形 带 号 面积 的 类 似 性 之 三 
Pusc = — Paacs Pigge = Pages 
Pgec = — Pacp! Pege = Paeso 
{9) (一 般 匀 股 定 理 ) Pes =0 的 充分 必要 条 件 是 :两 
点 和 .CC 重合 ,或 B.D 重合 ,或 4C | BD。 
性 质 (9) 的 证 明 
先 证 充分 性 ”着 4 与 0 重合 ,或 8 与 D 重合 ,显然 
有 Pen =0。 这 只 要 按 定 义 计算 即 可 。 当 4C | BD 时 ， 
如 图 6-27, 设 直线 4C、BD 交 于 0, 则 由 勾 股 定理 得 ， 


时 


a 


从 效 学 裁 育 到 孝 育 数学 


— 
8 
可 全 全 
图 656-27 
AB’ = AD’: + BO’, 
BC = BO: + CO’, 


CD = C0: + DO’, 
Da’ = DO + AO’o 


时 漠 秆 垢 当 蕉 联 六 网 际 


于 是 得 
Pps = AB’: -BC + CD: ~ DA: =0, 
. 充分 性 得 证 。 
再 证 必要 性 ”不妨 设 4、C 不 重合 ,分 别 自 B.D 向 
4C 引 重 线 , 垂 足 为 P、.Q1 如 图 5 -28)。 于 是 ;由 勾 股 定理 
可 得 


. 二 5 -28 
4P2 ~- PC = {AB’ -PE -BC PB’) 
= AB: - BC’, 


六 、 曾 入 方法 福 课 甸 


CO AQ” = {CP - D0:) - (4D - DO’) 
= CD — DA’, 
Ppen = {AB - BO + {CD - DA:) 
={AP’- PO)+{C0 - 04°) 
= {AP- PC)(AP + PC) 
+ C0- O04)lCO + 04) 
= (4P- PC}:AC+ {CO- oh cd 
= AC*: (AP — PE- AQ + OC) 
=2 AC' OP, 
由 此 可 见 , 当 Ps = 0 时 ,或 省 是 AC = 0, 或 者 是 QP = 0。 
而 当 OP =0 时 ,或 者 B、D 重合 ,或 者 8D | AC, 必 要 性 亦 
获 证 。 
由 性 质 {9) 的 证 明 过 程 , 得 到 四 点 名 股 差 鲜 明 的 几何 
{10) ( 勾 股 差 与 投影 的 关系 ) 当 4、C 两 点 不 重合 时 ， 
分 别 以 P.0 记 B、D 在 直线 AC 上 的 投影 , 则 
Pincp = 2 AC' QP, 
由 此 出 发 ,又 可 得 到 关于 四 点 色 股 差 的 一 些 有 用 的 
性 质 : 
(11) 勾 股 差 的 可 分 性 
Pigep = Pigee + Pagcpo 
证 明 : 分 别 以 P、.0、R 表示 B、E、D 在 4C 上 的 投影 ， 


则 由 {10) 得 
Pgce + Pugcs = 2 AC OP + 2 AC* RO 


=2 AC* RP= Pprpo [ 


下 面 的 性 质 , 十 分 有 助 于 色 股 差 的 计算 : 
(12) 若 BY | AC, DY | AC, 则 


163 


六 其 济 浇 基 从 联 最 因 届 


ri 


得 油 凌 有 挫 半 下 联 状 避 呈 


愉 效 学 教育 到 才 育 数学 


Pp BE 一 P REET 白 
证 了 表 ; 这 是 因为 8、 革 两 点 在 AC 上 的 投影 相同 , D、Y 
两 点 在 4C 的 投影 也 相同 。 
8 下 面 举 两 个 例子 来 说 明 四 
E 点 勾 股 差 的 应 用 。 
[ 例 6.5.3] 如 图 6 -29， 
设 六 ABC 的 两 高 4 与 人 交 


4 C 于 瑟 , 求 证 : 
图 6-29 BH | AC。 
证 明 : 只 要 证 明 Pear = 人 0 就 可 以 了 。 由 义 股 差 性 
质 : 
有 acir = Pann 一 Pegs 
= Psp 一 Prppp 
一 Pppe Prasa 
=0,， 
命题 得 证 。 


[ 例 6.5.4] 如 图 6-30,48CD 和 4POR 是 两 个 相似 
的 矩形 ,求证 ， 
BP | RD, 
证 明 : 只 要 证 明 Ppppr =0 即 可 。 由 义 股 差 的 可 分 性 
得 Paopg = Pappa + Paapro 
又 因 B4 | 4D ,PA | AR, 得 
Papra = 二 pr app = PpuRo 
PB Papper = Papps + Paar = Prasp + Paan 
=2AD:* APeos/ DAP + 2AB* ARcos BAR 
=2(AD* AP - AB*: AR}cose DAP = 0, 


闵 、 面 积 方 法 在 碟 外 


5— 30 
最 后 一 步 用 到 DAP 与 BAR 吾 补 ,以 及 两 个 矩形 的 相 
似 性 。 


温 澳 禹 阁 游 谎 叶 站 基 


温江 次 的 淮 的 裕 本 六 


以 问 字 我 育 到 我 育 涂 学 


七 、 微 积分 大 门 的 融 门 槛 


我 们 用 了 大 量 篇 幅 谈 中 学 的 几何 教学 ,这 不 奇怪 。 
因为 ， 

(1) 目前 数学 教育 学 的 主要 对 象 还 是 初等 数学 的 教 
学 。 高 等 数学 教学 法 的 研究 还 处 于 开创 阶段 。 

{2】 正如 前 苏联 数学 家 A" 太 :斯 托 利 亚 尔 所 说 :" 几 何 
教学 问题 仍然 是 中 等 数学 教育 现代 化 最 复杂 的 问题 之 
一 。 它 引起 了 广泛 的 .世界 性 的 争论 ,并 且 出 现 了 许多 方 
案 。” 

但 是 ,所 谓 " 初 等 数学 "的 概念 也 在 变化 6 

传统 的 初等 数学 ,包括 算术 、 初 等 几何 .代数 和 三 角 ， 
基本 上 是 17 世纪 以 前 形成 的 。 现 在 ,很 多 国家 已 顺应 科 
学 技术 飞速 发 展 的 形势 ,把 极限 论 初步 、 微 积分 初步 、. 概 
率 论 、 集 合 论 .数理 逻辑 这 些 本 不 属于 传统 初等 数学 的 内 
窒 , 放 到 中 学 教学 大 岗 里 来 ,形成 了 “现代 的 初等 数学 *。 

现代 初等 数学 教学 中 ,最 重要 和 最 困难 的 是 极限 理 
论 的 引入 。 下 面 我 们 要 探索 的 就 是 这 个 问题 。 


7.1 又 一 份 珍贵 这 产 一 一 微 积分 


恩格斯 说 过 : 在 一 切 理论 成 就 中 ,未 必 有 什么 像 17 
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世纪 下 半 时 繁 积 分 的 发 明 那 样 , 被 看 作 是 人 类 精神 的 最 
高 胜利 了 。 

确实 , 微 积 分 学 是 前 人 留 给 我 们 的 科学 文化 遗产 中 
最 珍贵 的 瑰宝 之 一 。 许 多 用 算术 、 几 何 与 代数 方法 无 法 
解决 的 数学 问题 ,都 被 微 积分 其 枯 拉 朽 般 地 征服 了 。 

当 和 牛顿 创立 微 积分 时 ,这 一 赛 新 的 强 有 力 的 数学 方 
法 的 基础 是 极 不 完善 的 。 微 积分 方法 的 如 魂 是 "无 究 
小 "。 那 么 ,牛顿 是 怎样 把 “无穷小 "作为 道具 ,进行 精彩 
表演 的 昵 ? 

牛顿 足 从 研究 变速 运动 物体 的 速度 计算 问题 来 引入 
无 穷 小 的 。 

比方 说 ,一 个 小 球 从 空中 下 落 , 越 落 越 快 , 它 的 速度 
时 时 在 变化 。 经 过 上 秒 钟 , 它 下 落 的 距离 是 

SIt) = et {g = 9.8mis )o 


这 个 式 子 叫 做 小 球 的 运动 方程 式 。 知 道 了 运动 方程 式 ， 
如 何 计算 小 球 在 每 个 时 刻 1 的 运动 速度 呢 ? 

从 时 刻 1 到 时 刻 t + 衣 , 小 球 走 过 的 距离 是 容易 算出 
来 的 ,就 是 

S{(i + h}- S(t) = 8{! + hh)’ - 21 
把 这 段 距 离 用 这 段 时 间 关 去除, 便 算出 了 在 时 间 区 间 
[i、t+ 友 ] 内 小 球 的 平均 速度 $， 
元 Sit+h)—- Ss{i) &[L+a) = 二 | 


宇 
提 ， hth - 和 28 + 有)。 {7.1.1) 


然后 让 有 =0, 就 得 到 了 小 球 在 时 肇 1 的 瞬时 速度 (tt) = 
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Bio 

推理 进行 得 做 乎 很 项 利 ,但 是 我 们 细心 检查 一 下 ,就 
会 发 现 一 个 脖 辑 上 的 漏洞 ， 

在 推导 (7.1.1} 式 时 ,要 用 作 分 全 ,所 以 必须 很 定 
上 FT0Do 但 为 了 得 到 时 刻 上 的 瞬时 速度 ,又 必须 让 =0。 
那 我 们 怎么 知道 17,1.1) 式 在 总 =0 时 成 不 成 立 昵 ? 

牛顿 当然 看 到 了 这 个 逻辑 上 的 漏洞 ,于 是 他 请 "无 穷 
小 "来 帮忙 。 他 用 记号 "o " 代 蔡 产 , 这 个 "“o 就 是 无 穷 小 ， 
于 是 (7.1,.1) 式 被 改写 成 ， 
_ 号 (t+ ol- 号 ft 


{121 + 0} = gto (7.1.2) 


牛顿 说 ,a ”很 小 很 小 , 比 任何 正 数 都 小 ,但 它 不 是 0。 因 
为 不 是 0, 所 以 可 以 做 分 母 ,来 完成 {7.1.2) 前 一 部 分 的 推 
导 ; 叉 因为 它 比 任何 正 数 都 小 ,所 以 它 可 以 忽略 不 计 , 这 
叉 完 成 了 {7.1.2) 后 一 部 分 的 推导 。 

用 这 种 办 法 ,牛顿 和 他 同时 代 的 数学 家 们 取得 了 炊 
煌 的 成 就 ,解决 了 大 量 有 实际 意义 的 问题 。 

但 是 ,对 "无 穷 小 "的 攻击 与 嘲讽 ,依然 同 暴风 雨 般 向 
初生 的 微 积分 获 来 。 人 们 问 ; 这 个 "o" 究 竟 是 什么 ? 它 到 
底 是 不 是 0? 如 果 是 0, 就 不 能 当 分 母 ;如 荣 不 是 0, 就 不 
能 任意 略 去 ! 其 中 攻击 得 最 激烈 的 ,要 算 18 世纪 类 国 的 
贝克 革 主 教 了 。 他 发 表 了 一 篇 题 为 《分 析 学 者 一 一 致 一 
个 不 信和 神 的 数学 家 ) 的 长 文 ,尖锐 地 指出 “无穷 小 是 秆 么 ” 


这 个 切中 要 害 的 问题 。 他 尖酸 刻薄 地 把 无 穷 小 的 比值 全 
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叫做 "消失 了 的 量 的 鬼魂 ", 并 且 质 问 数 学 家 ; “既然 相信 
这 些 量 的 兄 瑰 ,又 有 什么 理由 不 相信 上 帝 蛇 ?" 

比 后 两 百 才 年 ,数学 家 们 者 无 法 在 "无穷 小 "这 个 回 
题 上 自圆其说 ,但 他 们 坚信 微 积 分 方法 的 正确 性 。 因 为 
用 这 种 方法 能 解决 大 量 的 问题 ,并 且 总 能 得 到 正确 的 结 
论 。 王 是 他 们 在 不 稳 国 的 逻辑 基础 上 大 兴 士 木 , 盖 起 了 
帘 新 的 数学 富 右 。 

但 基础 毕竟 是 要 巩固 的 。 直 到 19 世纪 ,经 过 一 批 数 
学 大 师 一 一 柯 西 、 狄 利克 雷 、 波 尔 查 诸 、 阿 贝尔 、 魏 尔 斯 特 
拉 斯 、 戴 德 金 、 康 托 尔 等 人 的 努力 ,实数 理论 终于 建立 起 
来 了 。 以 此 为 基础 ,极限 理论 也 终于 建立 起 来 ,这 为 微 积 
分 大 厦 提 供 了 坚实 的 基础 。 

从 此 ,不 但 数学 家 药学 习 微 积分 ,理工 科学 生 要 学 习 
微 积分 ,就 连 许 多 文科 生 甚 至 中 学 生 , 世 必须 学 点 微 积 分 
fo 

没有 微 积分 的 基础 知识 ,我 们 对 任何 一 门 科技 专业 
都 无 法 问津 。 

微 积 分 ,这 又 是 前 人 留 下 的 一 份 珍 焉 遗产 ,市 且 是 我 
们 必须 继承 的 遗产 。 

继承 这 份 遗产 ,就 得 先 学 习 极 限 理论 ,教学 中 的 困难 
也 就 同时 出 现 了 。 

如 何 处 理 这 个 难点 ,目前 大 体 上 有 3 种 办 法 : 

(1) 干脆 不 讲 严 格 的 极限 理论 ,只 要 求学 生 会 求 导 
数 , 算 积分 。 

(2) 不 惜 花费 学 时 ,让 学 生 学 好 严格 的 极限 理论 , 打 
好 数学 基础 。 

(3) 先 让 学 生 直观 地 掌握 极限 概念 及 运算 法 则 ,以 及 
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求 微 分 相 积 分 的 方法 ,后 面 再 补 上 极限 理论 这 一 课 。 
这 里 我 想 提 出 第 图 种 方案 :改造 极限 理论 的 表达 方 
法 ,使 它 变 得 简单 易学 ,又 丝毫 无 损 它 的 严格 性 。 


7.2 极限 理论 与 -语言 


19 世纪 的 数学 大 师 们 ,是 怎样 用 "极限 "概念 巩 疾 微 
积分 的 逻辑 基础 的 呢 ? 

我 们 青 来 回顾 一 下 引起 非议 的 {7.1.1}) 与 {7.1.2)} 吧 。 
在 {7.1.1) 中 ,我 们 不 让 & 直截了当 地 等 二 0。 这 样 ,无 论 
它 多 么 小 ;总 有 资格 当 分 母 。 所 以 ,对 每 个 大 0, 记 总 是 
无 可 非议 的 。 

当 上 越 来 起 接近 0 时 ,到 就 越 来 越 接近 一 个 数 叶 。 
干 是 , "在 有 趋 于 0 的 过 程 中 , 以 各 为 极限 "。 用 记号 
表示 ,就 是 

lim Vs = gt 
这 就 名 开 了 上 =0 的 难点 。 

但 这 只 是 极限 过 程 的 直观 描述 ,究竟 什么 叫做 “ 越 来 
越 接 近 " ,在 数学 上 是 含糊 不 清 的 。 数 学 家 无 法 用 这 种 不 
严格 的 描述 ,来 进行 关于 极限 的 严格 逻辑 推理 。 

极限 概念 的 严格 定义 ,应 归功 于 19 世纪 的 法 国 数学 
家 柯 西 和 德国 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 。 他 们 提出 了 一 套 极 
限 概 念 

冰 数 极限 的 概念 ” 设 函 数 严 {x*) 在 x。 附近 有 定义 
(在 x, 这 一 点 可 能 没有 定义 ) ,如 果 存 在 一 个 数 e, 使 得 对 
任 给 的 正 数 e >0, 总 有 5>0, 使 0< lx-xol < 时 ,总 有 

| F{x) -ale eo 


七 ,向 稻 分 大 门 的 高 门 般 


RE 


我 们 就 说 ; 当 %* 趋 于 xo 时 ,Flix) 趋 于 a, 记 作 
lim Fx) = Ce 
也 就 是 说 , 当 x 趋 于 x。 时 Flix) 以 为 极限 。 

数 到 极 眼 的 概念 设 alasiar ai… 是 无 穷 数 
列 。 如 果 存 在 一 个 数 oa, 使 得 对 任 给 的 正 数 8 > 0, 总 有 
N>0, 使 nN 时 总 有 

la -ale eo 
就 说 : 当 rn 趋 于 正 无 旁 时 ,数列 a, 赵 于 4 或 说 数列 a 以 
a 为 极限 。 记 作 


hma, = &,， 
下 -十 号 
或 一 (ndTmjob 


在 这 些 定 义 中 ,用 到 了 "se “这 个 斋 腊 字 甘 ,所 以 叫做 
“< -语言 "。 用 "e -语言 "讲述 极限 概念 ,可 以 表述 得 十 
分 严格 。 靠 这 个 小 小 的 "e - ”就 可 以 说 清 什么 是 无 穷 
小 ,什么 是 极限 。 

但 是 ,用 "8 - 语言 "定义 极限 ,人 远 辑 结构 显得 相当 复 
杂 。 如 果 把 数列 极限 的 概念 用 数理 逻辑 的 符号 囊 示 ,就 
A 


“lima, = ea =df 


于 二 由 


{jallive > O(N > OfVYns we -ole e)"™ 


这 里 包含 了 4 个 逻辑 层次 。 这 是 学 生 们 从 小 学 到 记 
中 从 来 没有 遇 到 过 的 逻辑 结构 如 此 复杂 的 定 尽 | 

一 百 多 年 来 ，e - 语言 "始终 占据 着 微 积分 的 课堂 。 
要 真正 掌握 微 积 分 的 原理 ,就 不 得 不 过 “e - 语言 "这 一 


“= 以 "恋人 必 "定义 为 ";" 3 " 读 作 “存在 ";"¥ 读 作 "任意 的 "。 


| 


BI 


me 


i 
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人 


“ 当 江 震 且 基肥 玫 失 拓 王 


- 
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关 。 但 这 一 关 , 不 你 使 一 般 理工 科学 生 望 而 生 叶 ,就 是 数 
学 专业 ,也 把 它 当做 教学 上 的 重点 与 难点 。 极 限 的 "s - 
语言 ", 购 是 打开 微 积分 宝库 的 钥匙 ,又 是 阻拦 人 们 效 取 
宝库 珍宝 的 关卡 ! 美国 M :斯 皮 瓦 克 在 其 所 编 的 有 名 的 
《 微 积分 ?教材 中 甚至 无 可 奈何 地 说 :" 像 背 一 首 诗 那样 把 
它 背 下 来 ! 这 样 做 ,至 少 比 把 它 说 错 来 得 强 。 

能 不 能 把 极限 的 基本 理论 讲 得 更 容易 接受 一 些 ， 
直观 通俗 一 些 呢 ? 

科普 工作 者 为 此 付出 过 努力 ,然而 当 据 弃 了 “se - 语 
言 " 之 后 ,由 于 追求 通俗 易 懂 ,往往 也 就 失去 了 数学 的 严 
格 性 。 这 样 , 诈 多重 要 的 定理 就 无 法 证 明 。 没 有 证 明 , 知 
其 然而 不 知 其 所 以 然 , 数 学 几乎 就 不 再 是 数学 了 。 正 如 
CG' 波 利 亚 谈 到 工科 学 生 的 微 积 分 教学 时 所 说 :" 他 们 没有 
受过 和 弄 慌 'e -~ “证明 的 训练 …… 教 给 他 们 的 微 积 分 规则 
就 黎 是 从 天 上 掉 下 来 的 、 硬 塞 给 他 们 的 孝 条 …… 

人 们 似乎 已 形成 了 一 种 认识 :不 使 用 "< - 语言 ,就 
谈 不 上 严格 地 讲授 微 积 分 。 

实际 情形 是 否 真 的 如 此 上 昵 ? 

也 许 , 微 积分 中 的 "se - 语言 ", 会 像 方 块 字 、 十 进 制 、 
欧 几 里 得 的 几何 体系 一 样 ,并 非 不 可 代替 。 

让 我 们 试 坛 看 ,能 不 能 用 更 加 简单 明快 的 方法 ,同样 
严格 地 讲述 光 穷 小 和 极限 概念 。 


7.3 不 用 “e ~ 语言 " 讲 数 列 极限 


数列 ,中 学 里 是 要 讲 的 ,并 不 难 懂 。 
无 穷 数 列 无 非 是 排 好 了 的 一 串 数 ,da 


七 、 纵 痢 分 大 门 的 诬 门 玲 


4,，… 对 每 个 自然 数 =, 有 一 个 实数 aq, 与 它 对 应 , a, 叫做 
数列 的 第 项。 

有 界 数 列 与 无 界 数列 ”也 不 难 理解 。 如 果 有 一 个 正 
数 4 比 每 个 1a, | 都 大 ,就 说 数列 | a, | 有 界 。 否 则 ,就 称 之 
为 无 办 数列。 例如 ,数列 

1 DT …: 

SInt ] ysin 21810 和 3 NA: 
111.. 
村 
都 是 有 界 数 列 。 而 

1 .2 .3 ne 

V10W2;0NW30 nO, 

一 上 上， 一 22; 33, 414d, 一 Arn 
部 是 无 界 的 。 

不 减 数 列 ”就 是 满足 条 件 
W 

的 数 烈 。 直 白地 说 ,就 是 一 个 比 一 个 太 , 或 至 少 不 减 少 的 
数列 。 例 如 a, = nas = 亚 ,a -1- ;等 都 是 不 减 数列 。 


数列 、 无 界 数列 .不 减 数列 ,这 些 是 现成 的 东西 ,传统 
教材 里 都 会 讲 到 。 用 这 些 现成 的 东西 引 六 无 穷 大 无穷 
小 和 极限 概念 , 比 另起炉灶 要 方便 多 了 。 
定 兴 7.3.1 设 1a. 上 是 无 穷 数 列 。 如 果 有 -个 无 界 
不 减 的 数列 D, ,使 对 一 切 n 有 
ta, i D.,， 
则 称 | ea, 是 无 穷 大 列 。 记 作 


lim za 


一 寺中 


1 


和 


浊 并 各 的 和 的 只 入 于 刁 
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或 a 一 的 (0 

这 个 定义 很 有 道理 也 很 好 理解 。D, 不 减 而 无 界 , 自 
然 算 得 上 是 无 窃 大 了。 而 1a,1 并 不 比 中 小 ,; 岂 不 应 当 算 
是 无 穷 大 吗 ? 

无 穷 大 的 定义 , 反 过 来 就 是 无 穷 小 。 

定义 7.3.2 设 |a,| 是 无 穷 数列 。 如 果 有 一 个 无 界 
不 减 的 恒 正 数列 D, ,使 1e | < 方 ' 则 称 a } 为 无 穷 小 列 。 


有 了 无穷 小 列 的 概念 ,引入 数列 极限 概念 也 不 困难 
fe 

定 光 7.3.3 设 1a,1 是 无 穷 数 列 。 如 果 有 一 个 实数 
a 和 一 个 无 穷 小 列 {|e | ,使 


a = G+ A! 
则 称 数 列 | 9, 以 a 为 极限 。 记 作 
lim av = a: 


或 
站 一 人 于。 

按 定 义 , 无 穷 小 列 就 是 以 0 为 极限 的 数列 。 而 
la, -2 是 无 穿 小 列 时 , 则 说 a, 以 a 为 极限 。 

这 样 , 我 们 就 利用 比较 直观 易 懂 的 概念 ,给 极限 理论 
打下 了 坚实 的 基础 。 

用 "e - 语言 " ,不 仅 能 够 引入 极限 概念 ,还 能 证 明 与 
极限 有 关 的 一 系列 基本 定理 ,直接 计算 一 些 具体 的 极限 。 
我 们 用 "递增 无 界 数列 比较 法 "引入 无 穷 大 、 无 穷 小 和 极 
限 概 念 ,是 否 也 能 在 证 明定 理 、 计 算 极限 时 具有 同样 的 效 
力 呢 ? 
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蕊 、 玉 积 分 大 门 的 商 门 釉 


实践 证 明确 实 有 效 ,而 且 比 用 "es - 语言 * 还 要 简便 ! 
计 我 们 用 几 个 例题 对 比 一 下 。 


[ 例 7.3.1] 求证 数列 {一 |} 是 无 穷 小 列 。 
证 明 :(1) 用 "s - 语言 "的 证 法 。 任 给 e>0, 取 N= 
[一 -| - 二 Eg 按 定 义 ， 


二 +1, 则 当 nN 时 ， 
ee 

用 新 定义 的 证 法 。| a| 是 无 办 不 定数 到 而 
[Ei 按 定义 {一} 为 无 穷 小 列 。 


WE 


[ 例 7.3.2] 求证 数列 {Yn1 以 1 为 极限 。 
证 明 :(1) 用 "se - 语言 "的 证 法 。 因 n> 1, 故 Yn 1， 
令 ar =ya 一 1, 则 a 半 0。 于 是 
n= (1+a,)" 


n(x-1) , 
= 1] + Rg + Oo + 


natn) (7.3.1} 


2 
1, 故 0< a < 一 。 对 任 给 的 
| 


s >0, 取 N>1+ 二 , 则 当 n 空 入 和 肝 有 
拓 


由 于 n>1 时 地 < 一 


Im -11= aa < 到 所 ep 
按 定义 知 lim Yn = 1。 
{2) 用 新 定义 的 证 法 。 梭 证 lim ya =1, 即 证 明 a。 = 
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外教 学 裁 育 到 裁 育 霓 学 


Yn -1 是 无 穷 小 列 。 仍 用 (7.3.1) 式 
n= (ll+a.)”» 


当 员 >] 里 ， 


由 于 | /2 了 了 是 无 春 不 减 列 ， 故 | a,} 为 无 穷 小 列 。 ” 口 


明显 看 出 ,用 不 同 定 尽 征明 时 运算 的 过 程 是 一 致 的 。 
但 在 用 新 定义 的 证 明 中 ,省 去 了 " 任 给 @ >0, 找 WN" 的 步 
又 。 

下 面 的 例子 是 微 积 分 的 典型 习题 。 有 些微 积分 的 参 
考 资料 以 此 题 为 例 , 说 明 不 用 "se - 语言 "不 可 能 严格 地 讲 
答 积 分 。 这 里 我 们 就 用 它 来 说 明 , 不 用 "s - 语 育 "不 但 能 
严格 地 讲 微 积 分 ,而 且 能 更 好 地 解 题 。 

Ef 例 7.3.3] 已 知 {fa,1 坟 0 为 极限 ， 


d+ ++ 


T° 
求证 :$, 也 以 0 为 极限 。 
证 明 :{1) 用 "* - 语言 "的 证 法 。 任 给 >0;, 可 以 找 
到 NN,; 当 Rn 守 N 时 ,有 ie. < 六 ;又 可 以 找到 A， ,使 


| ai 十 和 十 二 | 
RN <“ 本” 


| g++ d+ + | 


所 .维和 分 太 门 的 两 门 盘 


| 如， 十 填 Qn | 十 | avild+ + a | 罗 . | 
| a + G+ "+ Ty | {tn _ Nl E 人 : 
之 本 十 本 = En 名 
(2) 用 新 定义 的 证 法 。 因 a, 一 0, 帮 有 无 界 不 减 数 列 流 : 
Dn. 使 | ,| 六 一 do 于 是 取 me =v nt, 便 有 . 


| oatdqat + oa, 


| $5, |= 


口 


这 证 明了 5, 一 0。 

这 种 证 法 ,比分 两 次 找 交易 于 掌 杜 。 这 是 因为 利用 
了 数列 dd, 的 单调 性 ,用 代数 运算 代替 了 逻辑 推理 。 

使 用 新 定义 ,不 公 可 以 直接 演算 一 些 习 题 , 币 且 可 以 
用 来 推导 极限 的 性 质 。 有 兴趣 的 读者 ,不 妨 对 照 一 下 通 
常 教程 里 用 “se - 详 言 "所 作 的 相应 推导 。 

命题 7.3.1 设 1a,1、{1 为 无 穷 小 列 , 和 | 为 有 界 
数列 。 则 

(1) {Le, | 为 无 穷 小 列 ; 

(2) [a, + 8 和 fa -六 | 为 无 穷 小 列 ; 

(13) fa,8 ,| 为 无 穷 小 列 。 


177 


从 数学 我 至 到 裁 育 准 学 
和 


证 朋 : 
(1) 按 候 设 有 4 使 11,1 < 4, 又 有 无 界 不 减 列 九 使 


je < 户 , 于 是 Ibn, | < 六 。 因 必 递增 无 界 , 故 La, 0。 
(2) 因 [a,}、{B, 1 D.、 
,使 la < 万 、 I < 二 一 , 设 


C= DE 
则 5, 是 无 界 不 减 列 而 


， 湾 其 潜 委 站 蛤 联 入 加 号. 


la, tAB [ele 1+| B, | < 


因 半 是 无 界 不 减 的 , 故 | a。 + B, | 是 无 穷 小 列 。 
(3) 承 {2), 有 
| oad, | 过 DE 
而 DE, | 显然 是 无 界 不 减 的 。 
命题 了 .3.2 设 a 王 a,b 一, 则 
{1) (a + 6b,)—>(a+rb); 


(21 a.b .~* 086; 


| 1 1 
| 
{3} 右 4a 关 0, 则 二 ga? 


证 明 : 按 十 义 ; 有 a =e+a bs = 六 + 有 ;而 |a 上、 
18,| 都 是 无 穷 小 列 。 于 是 

(1) a +b, ={atrb)j+t{a t+)!: 因 {a, + ,| 为 无 
穷 小 列 , 故 (aa, 土 如) 一 (aa+Bje 

(2) op = {ata){b+p,) 
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站 国 国 下 


王 ， 蕉 积 分 天门 的 商 门 胡 


= + aB, + ba, + a,f,o 


因 a8, ,ba, ;asB, 都 是 无 穷 小 列 , 故 af, + ba, + asB, 也 是 
无 穷 小 市 , 故 qb abo 
{3} 因 ga,=&+a,; 耐 有 无 界 不 减 的 六 ,使 
la le 
co < 万， 
故 
1 1 _ 1 ] : 
a a| lat+a a ala + a,) 
] 
万 1 
:| 
一 ly lalftlalD,-1)° 
| a (! |- 六 


显然 ,lalllalD - 1 是 无 界 不 减 列 , 故 二 - 二 为 无 穷 小 


列 ， 即 一 ~ 一。 口 


好 
同样 的 命题 ,用 新 定义 的 方法 证 明 起 来 会 比 "s - 语 
言 " 简 单一 些 。 


7.4 不 用 上 -语言 讲 浮 数 极限 


既然 讲 数列 极限 可 以 不 用 “s - 语言 " ,那么 讲 函 数 极 
限 也 可 以 不用 "se -语言 " ,只 不 过 用 "无 界 不 减 函 数 " 代 替 
“无 界 不 减 数列 " 宇 了 。 

定义 7.4.1 设 Dlx) 是 在 [c,+ m) 上 有 定义 的 通 
数 。 如 果 D(x) 是 单调 不 减 的 ( 即 当 x， < x, 时 有 
D(x 万 D{x,}) ,并 且 是 无 界 的 { 即 不 存在 时 > 站 使 不 等 


从 数学 裁 育 到 数 育 数学 


式 1Dix)| 筷 币 对 一 切 x 亿 [ec,+ %} 成 立 ) ,就 称 D{x) 是 
+ 多 名 域 的 充 界 不 减 函 数 。 
无 界 不 减 浮 数 , 是 一 个 很 葡 单 .很 明确 的 概念 。 自 了 
它 , 便 可 以 对 函数 引入 无 穷 大 .无穷 小 及 极限 概念 了 。 
定义 7.4.2 设 f{xl 是 在 Le, + %m) 上 有 定义 的 函数 。 
如 果 有 一 个 在 + om 邻 域 无 界 不 减 的 函数 DIx) ,使 不 等 式 
| flix} l= DIx) 
对 某 个 区 则 [4 ,+ wm) 上 的 一 切 4 成立 , 则 称 ftx}) 在 x 次 
于 +m 时 超 于 m, 记 作 


lim flx) 二 让] 


或 


flxl> mlx +%m)o 


有 了 无穷 大 ,如 法 炮制 无穷小 就 有 了 。 
定义 7.4.3 设 fix}) 在 [ce,+ %} 上 有 定 闵 。 若 有 一 
个 在 + mw 邻 域 无 界 不 减 的 恒 正 函数 D{x) ,使 不 等 式 


1 
| 天 二 ls 万 Fr 


对 某 个 区 间 [4, + m) 上 的 一 切 * 成 立 , 则 称 Flz) 是 
人 * 一 + 四 过 程 中 的 无 穷 小 量 ,或 说 当 x 趋 于 + wm 时 flx) 趋 
于 0。 记 作 
和 pt = 0 
或 
fx 0 +m])o 
有 了 无 穷 小 的 概念 ,极限 的 概念 自然 也 就 产生 了 。 
定义 7.4.4 设 ftx) 在 [c,+ oa) 有 定义 。 如 条 有 实 
数 a, 使 flx}-&a 是 x 悦 + m 过 程 中 的 充 穷 小 量 , 则 称 


TO 


人 
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所 、 徽 积分 天 门 的 面 门厅 


站 3 了) 当 和 + 四 时 以 和 为 极 眼 , 记 作 
lim F(x) = ts 
Fi 十。 


现在 ,我 们 已 引入 了 函数 的 无 穷 太 、 无 穷 小 以 及 极限 
概念 。 事 实 上 ,我 们 只 不 过 是 用 * 代替 了 数列 里 的 = 墨 
了 。 连 续 变量 x 和 离散 变量 rw 有 共同 点 ,它们 都 会 趋 于 
+ %m ;但 又 有 不 同 点 :x 还 可 以 赵 于 0, 趋 于 ]1, 趋 于 任 一 实 
数 xz。 这样 一 来 ,函数 极限 就 比 数列 极限 花样 更 和 多。 用 
"g 一 语言 " 讲 函 数 极 眼 ,常常 要 一 条 一 条 分 别 给 出 各 种 过 
程 中 的 极限 定义 。 我 们 则 不 用 那么 麻烦 ,只 可 用 一 下 代 
数 式 的 变换 ,就 足以 定 祥 出 新 的 极限 过 程 了 。 
定 兴 了 7.4.5 车 f(x} 在 {x0yxo + 全 ] 上 有 定义 {这 里 8 
是 某 个 正 数 ), 则 
mf 
定义 为 
,lim flix) = Qo 


作 变 换 y = 之 后 , 即 


:i 


. 1 
lim f{ zo + ) = 
人 和 


定 必 了 .4.6 若 Flz) 在 [xs -zj 上 有 定 兴 { 这 里 他 
是 某 个 正 数 }, 则 


lim (x) 二 I : 
#* 下 | 一 必 


尹 数 学 才 育 到 裁 育 数学 
本 


,lim fix) = an 
记 i 
| 村 
-各 作 变 换 7= 元- 7 之 后 , 即 
辣 ] 
名 Hm /sy)- 0 
,本 定 尽 7.4.7 若 同时 有 
才 im fs) = olim fx) = 妈 ， 
| 获 则 称 
列 limf{x) = ao (7.4.1)} 
这 束 把 函数 的 极限 给 出 来 了 。 


当然 ,也 可 以 不 依赖 左 、 石 单 边 极 限 而 直接 定义 函数 
的 双边 极限 。 例 如 ,可 以 把 (?.4.1) 式 定 习 为 
lim Flx) 二 尼 4 


作 变 换 y = -上 后 即 


一 Yn 


， 1 

snd) 

而 这 里 把 "yw "理解 为 yj 一 + 台 就 可 以 了 。 
此 外 ,还 可 以 引入 lim fi x) :EE 


lim fxz) (或 lim fl — YY}}: 


而 
lim flx) = a, limflzx} = a 
同时 成 立时 就 说 
limf{( x) = to 


这 比 把 lim/{x) 简 单 地 定义 为 lin f(x} 要 更 明确 、 更 严 


和 所、 繁 夭 分 大 门 的 商 门 复 


格 。 

在 极限 概念 limf{ x) = & 中 ,x 不 能 职 值 x, ,而 fi x) 
可 职 值 ee, 这 个 道理 学 生 往 往 想 和 不通。 因为 在 一 般 分 析 
教程 中 , 它 是 作为 一 条 规定 颁布 下 来 的 ,没有 什么 理由 可 
讲 6 但 在 我 们 这 里, 由 于 lim 是 用 lim 来 定 闵 的 ,x 就 


一 加 
TI 


自然 不 能 职 值 *， 了 。 否 则 ,分 母 就 出 现 了 0 而 使 表达 式 
失去 了 意义 。 

这 一 套 定 尺 , 将 使 学 生存 学 习 微 积分 时 免 曼 "e - 语 
言 "之 累 , 在 定理 证 明和 作 题 时 用 代数 运算 代 玲 逻辑 推 
理 。 

[ 例 7.4.1] 求证 : lim (x ty xsinx)=+%wo 

证 朋 : 当 x >4 时 有 


T+ xsinx x -Vx= 字 + [六 -Vx]> 闻 。 


因 D{x} = 本 是 无 界 不 减 的 , 即 得 证 。 
[ 例 7.4.2] 求证 : lim sin 一 = 0。 
证 明 : 因 企 [0, + =) 上 有 | 二 sin 1| < 工 ,由 也 fx] = 
x EE 区 
x 无 界 不 减 得 知 jim 工 sin 上 =0。 又 在 { - m,0] 上 有 
. ] .1 ， 1 . 
lim 一 sin 一 = tim | - sn( 二 


-YY 一 + 的 议 人 十 嘲 
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:路 : 
妊 . : 
-和 客 | 
: 闹 
休 
天 


注油 次 二 交加 瞧 执 青 生 


从 数学 数 育 到 才 百 数字 


或 可 以 简单 地 由 | sa 一 


< [ 即 得 所 要 结论 。 


了 
[ 例 7.4.3] 求 lim 之 +3z 。 
zr*+mt 一 光 十 1 
了 
x + 4x 4x—1] 
解 ， PT x -x+l 
因为 
4x < 4x | 4 
x x+ll ~ ix -x| lx-lil 


又 内 二 -在 [1, + wj 上 万 界 不 减 ,所 以 


才 
lim _4xz- 0, 
| 
按 定 必得 
2 
Ti 和 -1 


一 -一 = 
s*+m i +1 


[ 例 7.4.4] 求证 :lim 2 =2。 


证 册 : 要 证 的 实际 上 是 


2 l 


3— 3x 


, x+l ] = 1 
有 a[ 计 二 -= 到 于 -0 
按 定 义 ， 
(y = 一 | 
i Ti 3 一 3x ”x*-I jm 3 
:Ta2x -TI 一 1 2x-1 sm Dy 
| 
这 最 后 一 步 是 因为 
| 
一 了 -YY [y+21 


七 、 驻 积分 大 门 的 商 门 碘 


而 地 (y+2) 在 [ -2,+ m) 上 无 界 不 减 。 口 

为 了 肝 述 方便 ,不 妨 称 这 里 引入 的 极限 定 关 为 “DD - 
语言 "。 这 种 定义 的 特点 是 把 任意 极限 问题 化 为 无 究 大 
问题 ,再 用 一 个 无 界 沾 减 列 DD 或 无 界 不 减 函 数 D{x) 来 
比较 ,定妆 本 身 就 是 一 个 判别 法 。 


7.5 两 种 极限 定义 的 等 价 性 


传统 的 "e - 语言 ”和 这 里 提出 的 "只 - 语言 "在 逻 连 
上 是 否 等 价 昵 ? 

不 难看 出 ,它们 是 等 价 的 。 只 要 对 无 穷 小 的 情形 加 
以 论证 即 可 。 

命题 7,5.1 对 任 一 数列 1 a, 1, 下列 两 条 件 是 等 价 
的 。 

(11) 有 一 个 无 界 不 减 的 正 数 列 号 , ,使 


| a |< 工 
+ 人 和 


(2) 对 任 给 的 &>0, 有 入 >0, 使 当时 有 
| 如， | 过 go 


证 阴 : 先 证 (1) 曾 售 {2): 设 有 无 界 不 减 数列 D, 满足 
14, 1 和 < 亡 -, 则 对 任 给 的 。> 0, 由 1D,] 的 无 界 性 ,有 D， > 


二 。 又 由 DD, 不 减 , 对 nn 之 入 有 


| | 1 了 < 
站 <D < DD, 下 


于 是 {2] 成 立 。 


和 


访 
:党 
.从 

其 
弄 


以 数学 裁 育 到 裁 育 娄 学 


再 证 (2}) 列 全 (1): 首先 指出 ,对 任意 的 ,数列 
jaslsliasyil;iia,,sl, |] 中 必 有 最 大 者 。 伸 则 ,其 中 必 
有 一 无 穷 子 列 {| ae。 | 使 

0 < a, [< Te, [I<| a, |< 


于 是 取 。 = 1a。 1 即 与 {2} 矛盾 。 现 在 记 


d, = max{| ay tl, 
BR d, 为 {la 1 ,la,,;1,- ..] 中 的 最 大 者 ， 则 
dd 0 
如 果 从 某 一 个 m 起 d, >0, 而 d, ,= d,s: ="… =0, 我 们 
取 
1 (n= 1,2,,m), 
a, 


nD = 


用 


元 [( 当 r= m+l,m+2,.), 
则 显然 D, 无 界 不 减 , 且 1a, | < 万 。 这 是 因为 按 d 定义 
有 1la,| 志 4,, 且 当 ee 


如 果 所 有 的 d. 都 为 正 数 , 取 D, = 则 显然 有 
as 万 , 且 总 不 减 。 要 进 明 的 是 BD, 无界, 用 反 让 法 : 
若 不 然 , 有 4 > 0, 使 对 一 切 m 有 D,< A4, 于 是 dd, > 1 现 
在 取 * = 工 , 按 (2] 应 有 N > 0, 使 当 mW 时 有 


] 
lal<e= 7° {7.5.1) 


186 


七 、 组 积分 大 门 的 画 门 档 


男 一 方面 ,由 d, > 二 可 知 有 nn 使 1a, 1>d > 上 =， 
这 与 {7.5.1) 式 亨 盾 。 加 和 
从 证 明 过 程 中 我 们 看 到 ,用 "D - 诺言 "的 定义 导出 淋 : 
"e -语言 "定义 要 容易 得 多 ,这 也 是 "六 - 语言 " 比 "s - 语 毒 : 
言 "方便 的 康 因 之 一 。 沽 :- 
对 二 函数 的 无 穷 小 ,只 要 讨论 x 一 + wm 时 的 一 种 情形 。 | 沪 : 
命题 7.5.2 设 /{x) 是 在 fe, + m ) 上 有 定义 的 函数 ， 
则 下 列 两 条 件 等 价 ， 


(1 有 一 个 无 界 不 减 的 正 函 数 D(x) 和 某 个 正 数 
43c3i 使 在 L 4, + wm) 上 有 


1 
| flx}) | 过 Diay? 


(2] 对 任 给 的 s > 人 0 总 存在 让 尝 e 使 得 当 《 空 衣 时 ， 
有 


| f(x) | < Eo 
证 期 ; 先 证 (1) 可 以 推出 12); 设 11} 成 立 ,对 任 给 的 


e >0, 由 于 D(x) 无 界 , 故 一 定 有 x 使 {x。) > 一 。 于 是 


对 一 切 xw 守 xo: 当 x 人 [A,+ wj) 时 ,有 1f(x) < 万 Fi < 


sE 只 要 好 N 为 Le | 中 的 大 者 吧 可 。 这 证 明了 {2}) 成 立 。 
朋 证 (2) 蕴含 (1] :着 (2}) 成 立 , 取 el=1, 可 以 找到 


N, 安 0 使 当 x 守 NN 时 有 1f(x)1 <1。 再 到 6， = 地 ,又 可 


以 找到 六 > NW +1; 使 当 w 守 NW 时 有 1F{x)| < Fo 一 般 


总 尖 竺 执 儿 的 了 凑 胃 忆 


狼 数 尘 才 育 到 才 育 数学 


地 ,对 8 = 二 :可 以 找到 > 和 V1+1, 使 当 x 安 六; 时 ,有 


而 且 > 站 ,+1。 令 

Dtix) = 上 (x ELN,N,,,}), 
显然 D{x] 无 界 不 减 。 由 NM 的 意义 可 知 有 
1 


tlix} te 


Dix) 
十 是 (1 成 立 。 UU 
这 样 , 我 们 就 可 以 放心 地 使 用 " DBD - 语言 "而 不 必 担 心 
有 什么 逻辑 上 的 漏 河 了 。 


令 人 担心 的 倒是 :目前 教师 普遍 采用 延长 学 习 时 间 
而 不 是 改进 教材 体系 的 办 法 来 克服 "e - 语言 " 带 来 的 国 
难 。 例 如 ,从 中 学 课程 中 就 开始 加 入 "e - 语言 "的 内 容 。 
这 样 做 ,就 如 同 靠 加 大 劳动 强度 来 提高 劳动 生产 率 一 样 ， 
是 行 不 通 的 ! 结果 只 会 使 "e - 语言 "被 更 广泛 地 接受 而 
难于 改变 ,如 同方 块 汉字 和 十 进 制 一 样 。 
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八 、 汤 挥 了 的 基本 定理 


在 微 积分 课程 中 ,除了 "es - “语言 外 ,关于 实数 理论 
的 -~ 系列 命题 也 常 使 初学 者 望而生畏 。 比 如 确 界 存在 定 
理 、 单 调 有 界 数 列 的 收 合 性 定理 .区 间 套 定理 ,有 限 覆 盖 
定理 `\ 有 界 数 列 必 有 收敛 子 列 的 定理 、 柯 西 基本 列 必 收 策 
的 定理 等 。 这 些 定理 是 研究 连续 函数 性 质 的 有 力 工 具 。 
没有 它们 ,一 些 很 直观 很 有 用 的 命题 就 无 法 证 明 。 例 如 
连续 函数 的 中 间 值 定理 ,连续 函数 的 闭 区 间 上 取 到 最 大 
值 的 定理 ,等 等 。 

为 了 避 开 教学 上 的 困难 ,在 非 数 学 专业 的 徽 积分 教 
材 中 ,很 多 重要 的 定理 (如 连续 函数 的 中 间 值 定理 ) 不 再 
给 出 证 明 。 而 在 数学 专业 的 教材 中 , 则 往往 要 用 相当 大 
的 篇 幅 来 证 明 这 些 定理 。 

对 非 数学 专业 的 学 生来 说 ,失去 了 学 习 这 份 珍 贵 遗 
产 的 机 会 。 

对 数学 专业 的 学 生来 说 , 则 由 此 增加 了 分 量 不 轻 的 
负担 |! 

是 不 是 因为 前 人 对 实数 理论 总 结 得 不 够 好 ,所 以 没 
法 提供 犀利 的 ,通用 性 强 的 ,又 符合 教学 要 求 的 工具 昵 ? 

笔者 以 为 是 如 此 。 

实数 ,是 由 自然 数 系 演变 扩充 得 到 的 。 自 然 数 是 全 


人 


上 
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IN 


序 集 ,实数 也 是 全 序 集 。 那 么 ,对 自然 数 系 而 言 的 有 力 工 
具 , 能 不 能 "移植 "过 来 ,用 于 实数 系 呢 ?具体 地 议 : 能 不 
能 把 大 家 熟悉 的 数学 归纳 法 搬 到 实数 系 王 去 一 显 有 身手 
呢 ? 


8.1 两 种 归纳 法 


在 数学 解 题 中 ,使 用 数学 归 铺 法 ,对 我 们 来 说 已 经 是 
家 常 便 饭 。 数 学 归纳 法 的 正确 性 ,由 自然 数 的 一 个 性 质 
来 保证 ;… 非 空 的 自然 数 集 里 必 有 最 小 数 "。 从 这 一 点 着 
眼 ,又 建立 了 超 限 归纳 法 , 它 可 以 用 于 任 一 个 " 良 序 集 。 
因为 , 良 序 集 正 是 这 样 的 全 序 集 ， 它 的 任 一 非 空 子 集 ,有 
景 小 元 素 "。 

实数 集 , 按 自然 大 小 顺序 , 它 的 子 集 不 一 定 有 最 小 
数 。 这 给 归纳 推理 造成 了 困难 。 也 许 正 是 因为 这 个 原 
因 , 这 个 很 容易 想到 的 工具 始终 没有 被 人 们 使 用 过 。 

确实 ,我 们 的 思想 常 受 古 圣 先 哲 的 限制 ,所 以 很 少 去 
追究 珍贵 遗产 中 的 不 足 之 处 。 其 实 , 变 饥 一 下 归 钢 法 则 
形式 ,就 能 绕 过 实数 集 非 良 序 集 的 困难 。 

让 我 们 比较 一 下 两 种 归纳 法 : 包 


何其 相似 歼 尔 


关于 目 然 数 的 关于 实数 的 

数学 归纳 法 连续 归纳 法 

设 已 是 涉及 一 个 自 设 p。 是 涉及 一 个 实 
然 数 的 命题 ,如 果 : 数 x 的 命题 ,如 果 : 


人 归 争 法 中 的 (1) 叫 归纳 起 点 ,(2) 岂 归纳 推断 。 
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(1) 有 某 个 ro, 使 对 (1) 有 某 个 xs ,使 对 
一 切 mn<m 有 己 真 . 一 切 x<x, 有 pp, 真 

(2) 敌对 一 切 mc< 出 (2) 车 对 一 茹 x<y 
有 已 真 , 则 P, 对 一 切 | 有 Ps 真 , 则 有 人 >0, 使 P， 
n<m+t+1l 也 真 。 对 一 切 x<y+68, 也 真 。 

那么 ,对 一 切 自 热 数 那么 ,对 一 切实 元 ， 
n, 上 ,页 。 p, 真 。 

左边 ,是 大 家 熟知 的 数学 归纳 法 ;右边 ,是 我 们 提出 
来 的 连续 归纳 法 。 两 种 归纳 法 ,何其 析 拟 乃 尔 | 

这 种 新 的 归纳 法 一 提出 来 ,跟着 就 产生 必须 回答 的 
问题 : 


第 一 , 它 是 否 有 用 ? 是 是 否 好 用 ? 
第 三 , 它 与 坝 在 常用 的 关于 实数 的 命题 是 什么 关系 ? 
当务之急 是 回答 第 一 个 问题 。 如 果 它 不 正确 ,其 余 


的 就 不 用 说 了 。 
8.2 连续 归纳 原理 与 实数 连续 性 等 价 


连续 归纳 法 用 于 实数 系 是 否 成 立 , 自然 要 依赖 于 实 
数 系 的 基本 性 奈 。 

实数 系 与 有 理 数 系 的 根本 不 同 , 往 于 实数 系 的 连续 
性 。 用 一 根 直线 来 表示 实数 系 , 这 条 数 直 线 是 天 衣 无 链 
的 。 

什么 叫 天 衣 无 链 昵 ? 如 果 我 们 用 一 把 锋利 的 刀 把 直 
线 爽 断 ,这 一 刀 , 一 定 构 在 某 个 点 4 上 。 若 是 砍 在 缝隙 
上 , 则 不 是 有 甸 了 ? 


了 全 下 


人 
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4 问题 是 ; 数 直 线 

被 砍 断 以 后 ,被 刀 移 中 

A 的 那个 点 4 到 哪里 去 

昌 1 了 呢 ? 它 在 左 半 截 上 ， 
还 是 在 右 半 截 上 昵 ? 


回 莹 只 能 是 :不 在 左边 ,就 在 石 边 [ 如 图 8-1! 反正 
不 会 两 边 都 有 ,也 不 会 两 边 都 没有 。 因 为 点 不 可 分 割 ,也 
不 会 消失 | 

把 这 一 套 想 法 转换 成 严格 的 数学 语言 , 便 是 

关于 实数 系 完 备 性 的 戴 德 金 公理 ”如果 把 全 体 实 数 
分 成 甲 . 疡 两 个 非 空 数 集合 ;而 且 甲 集 里 的 每 一 个 数 % 比 
乙 集 里 任 一 个 数 y 都 小 , 那么, 要么 甲 集 里 有 最 大 数 ,要 
么 之 集 里 有 最 小 数 , 二 者 必需 其 一 , 且 侈 居 其 一 。 

我 们 要 证 明 的 是 

命题 8,2.1 连续 归纳 法 等 价 于 关于 实数 完备 性 的 
戴 德 金 公理 。 

证 阴 : 首 先 用 戴 德 金 公 理 导 出 连续 归纳 法 ,用 反 证 
法 。 若 连续 归纳 法 不 成 立 , 则 有 一 个 涉及 实数 x 的 命题 
p.!: 使 归纳 法 陈述 中 的 (1) 和 (2) 都 成 立 , 但 仍 有 x" 使 p,* 
不 真 。 于 是 约定 : 若 对 一 切 xE€{-%,y] 有 p, 真 , 则 yy 
该 于 甲 集 ; 其 余 的 实数 属于 乙 集 。 显 然 , 甲 . 乙 两 集 均 非 
空 。 这 是 因为 归纳 法 陈述 中 的 {1) 保 证 了 甲 集 非 空 ,而 反 
证 法 假设 p,: 不 真 , 则 保证 了 乙 集 非 空 。 由 甲 集 的 作法 可 
知 甲 集中 每 一 个 数 比 乙 集 中 任 一 数 小 ,由 戴 德 金 公理 ,中 
集 有 最 大 数 或 乙 集中 有 最 小 数 , 记 此 数 为 a。 


党 十 并 


对 任 一 x 人 {wm,a}, 由 于 Yo = 3 < ay 故 Yo 是 
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甲 集 元 素 ,而 xX 忆 [- wm,yo); 由 甲 集 定 义 知 bp. 真 , 即 对 于 
一 切 x<a 有 p, 真 。 由 妇 纳 法 陈述 中 的 (2) 有 >0, 使 p， 
对 一 切 x<w+ 人 6 为 识 , 这 推出 了 a+ 人 也 属于 甲 集 , 这 与 
“ea 是 由 集 最 大 数 或 乙 集 最 小 数 " 了 矛盾 。 从 而 否定 了 反 证 
法 的 假设 。 

下 面 再 由 连续 归 纲 法 推出 戴 德 金 公理 。 设 连续 归纳 
法 成 立 ,如果 已 把 全 体 实 数 分 成 了 非 空 的 甲 、 之 两 集 , 而 
且 甲 集中 任 一 个 数 小 于 乙 数 中 的 每 个 数 , 要 证 上 明 的 是 甲 
集 有 最 类 数 或 乙 集 有 最 小 数 。 

用 反 证 法 。 设 甲 集 无 最 大 数 且 乙 集 无 最 小 数 。 约 定 
命题 p, 的 意义 是 “x 属于 甲 集 "。 因 甲 集 不 空 , 甲 集中 有 
基数 和 ,于 是 对 一 切 * 和 [- mx)yx 属于 甲 集 , 即 p, 
真 , 这 就 有 了 "归纳 起 点 "。 

设 对 一 切 x*E{-=m,y) 有 pp, 真 。 由 于 乙 集中 没有 最 
小 数 , 故 y 必 属 十 甲 集 。 叉 因 甲 集中 无 最 大 数 , 故 有 5>0 
使 y+ 也 属于 甲 集 , 从 而 对 一 切 xE(-wm,y+8) 有 jp, 
真 。 这 完成 了 "归纳 推断 "。 

由 连续 归纳 法 ,可 知 p, 对 一 切 * 真 , 即 一 切实 数 x 属 
于 甲 集 。 这 与 福 集 非 空 矛 盾 。 国 

现在 已 经 弄 明 白 了 :就 像 常 用 的 数学 归纳 法 可 以 作 
为 一 条 自然 数 的 公理 一 样 , 连 续 归 纳 法 也 可 以 作为 实数 
的 公理 ,用 它 取 代 戴 德 金 公 理 或 其 他 形式 的 等 价 的 实数 
连续 性 公理 。 


8.3 连续 归纳 法 的 应 用 


有 了 连续 归纳 法 ,数学 分 析 里 的 一 系列 涉及 实数 连 
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续 性 和 连续 溺 数 性 质 的 定理 ,就 可 以 用 统一 的 模式 来 证 
明 。 

[ 例 8.3.1] ( 确 界 存在 定理 ) 非 空 有 上 和 界 的 实数 集 
合 必 有 最 小 上 界 。 

证 明 : 只 票证 明 “着 数 集 并 无 最 小 上 界 , 则 村 无 上 
噶 " 就 可 以 了 。 用 连续 归纳 法 : 

设 命 题 Pp: 为 :x 不 是 时 的 上 界 。 

{1} 因 而 非 宝 , 帮 有 xo 毛衣 ,于 是 对 一 切 xE{l-w， 
sz 不 是 机 的 上 界 , 即 p, 真 。 

{2) 若 对 住 意 的 x 和 ( -yl) 有 PP. 成 立即 # 不 是 
型 的 上 界 , 则 7 也 不 是 肯 的 上 界 ; 盏 则 ,yy 将 成 为 最 小 上 
界 而 与 假设 六 盾 。 既 然 y 不 是 在 的 上 界 , 必 有 人 >0 使 
y+ 六。 于 是 对 一 切 的 xE€1-wm,y+5) 有 p, 真 。 

由 连续 归纳 法 ,对 一 切 x 有 p, 真 。 即 任 一 之 不 十条 
的 上 界 , 即 垩 无 上 界 。 

[ 例 8.3.2] (区 间 鹿 定理 ) 若 有 一 列 区 间 [ a ,5, j 满 
足 [fa ,2505 ,由 存在 实数 属于 每 一 个 
[a, ,5,jo 若 1&8, - az 无 正 的 下 界 , 这样 的 ze 还 是 惟一 
的 。 

证 有明 :车 有 两 个 实数 x 、x, 属于 一 切 [ a, ,5,j]; 则 由 
ix x1 ;可知 18. -ae 有 正 的 下 界 。 可 见 妆 
15, 一 a} 无 正 的 下 界 时 ,至 多 有 一 个 实数 x 属于 所 有 的 
[a,b,]o 

刹 下 要 证 明 有 实数 xo 满足 a wo 和 {n= 12,)， 
用 反 证 法 。 若 没有 这 样 的 xo; 则 {8,1 的 任 一 下 界 都 不 是 
la,} 的 上 界 。 以 下 用 连续 归纳 法 证 朋 : 这 将 推出 每 个 实 
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数 都 是 | 上 的 下 界 , 即 得 矛盾 。 

引入 命题 p, :x 是 {56.1 的 下 界 。 则 

(1 联 xo = 6; 则 对 一 雪 x < xoyp, 真 。 

(2) 车 对 一 切 x<y 有 p, 真 !, 则 在 { - wm,y}) 中 不 可 能 
有 1 中 的 数 , 因 而 y 也 是 {15,1 的 下 界 。 出 反 证 法 概 设 ， 
y 不 是 | &,]} 的 土 界 , 故 有 某 个 qn > 7! 取 = ea -YY 于 是 
对 一 坊 x<y+ 人 = en :有 p, 真 。 

由 连续 归纳 法 知 一 切 x 是 { 吕 上 下界。 

[ 例 8.3.3] 《有 限 惟 盖 定 理 ) 若 有 一 族 开 区 间 = 
1.1 覆盖 了 闭 区 间 [a,85], 则 从 VW 中 必 可 选 出 有 限 个 A， 
覆盖 住 [a ,3]。 

证 明 : 用 连续 归纳 法 ， 

引入 命题 p, :[a ,xj 能 被 U 中 的 有 限 个 区 间 盖 住 。 

这 里 , 闭 区 间 [ a ;x] 通 常 表示 所 有 满足 条 件 e 过 中 所 x 
的 数 & 之 集 。 当 % < a 时 ,这 样 的 4 就 没有 了 ,Lae,x%j] 当 
然 表 示 空 集 。 

(1) 取 z = ea 则 对 一 切 x <xleixj]j 是 空 集 。 空 
集 , 不 取 什 么 区 间 也 癌 以 覆盖 ,所 以 P 总 成 立 。 

“(2) 如 果 对 某 个 y, 一 切 x*<y,[a,x] 有 U 中 的 有 限 
覆盖 。 我 们 来 证 明 ,y 必定 可 以 再 向 右 称 一 点 , 即 y 变 成 
y+ 章 后 ;对 一 切 x<y+ ,a,xj 仍 有 VW 中 的 有 限 覆 盖 。 
不 妨 设 yYE[faga,b]{ 如 图 8-2)。 这 里 5 中 有 个 区 间 { 9， 
8) ,使 得 yta,B8)。 在 {ayy) 内 取 一 上 斥 x 1 在 (y;) 内 取 


将 在 
一 人 一 
| 让 了 区 了 bh 
图 838-2 
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一 点 和 ao 技 上 归纳 假设 ,[a, xj 有 U 中 的 有 限 覆 盖 ， 
[x ; x2] 当然 也 有 UV 中 的 有 限 覆 盖 , 一 个 (og,8) 就 够 了 。 
从 起 来 ,fa;x,] 有 中 的 有 限 独 盖 。 取 x 一 y= 人 5, 则 对 
任 一 个 x<y+8= ap。 真 。 

由 连续 归纳 法 ,p, 对 一 切 * 真 。 取 x =5, 即 知 [ a,8] 
有 限 覆 着。 

[ 例 8.3.4] ( 波 尔 查 诺 - 殷 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) 若 无 
穷 点 集 好 被 [La,85] 包 含 , 则 [a,85j] 中 至 少 有 册 的 一 个 极 
限 点 。 即 存在 这 样 的 点 x6o ,使 任何 含 x。 的 开 区 间 均 售 村 
中 的 无 穷 多 个 点 。 

证 有 明 : 用 尽 证 法 。 设 及 没有 极限 点 [当然 , 炸 的 极限 
点 不 会 在 La ,bj] 之 外 。 财 没有 极限 点 ,也 就 是 [ep] 中 没 
有 导 的 极限 点 ) ,下面 用 连续 归纳 法 证 明 形 中 只 有 有 限 
个 点 ,从 而 导致 矛盾 。 

引入 命题 p, :在 (- mx] 中 只 有 村 的 有 限 个 氮 。 

(1) 到 xx = ea， 对 任 一 个 <a: 显然 p, 真 。 

(2) 如 果 某 个 y ,使 一 切 x<y 有 P, 真 ,因为 y 不 是 
诸 的 极限 点 , 故 有 开 区 间 ta;8B) 使 YEtfa,8) ,而 (a,8) 内 
只 有 型 的 有 限 个 点 。 参 看 图 8 -2, 在 (gg,B) 内 取 x 由 归 
纳 假定 ,{ - m ,xi] 内 只 有 亲 的 有 限 个 点 , [a,8} 内 也 只 
有 对 的 有 限 个 点 ,于 是 ( - wm,B) 内 只 有 和 的 有 限 个 点 。 
现在 取 8= 有 -yy 于 是 对 一 切 x<y+ 人 有 pp, 真 。 

由 连续 归纳 法 ,对 一 切 *,(- m%,:x*] 内 只 有 形 的 有 限 
个 点 。 取 x =5, 可 推出 时 是 有 穷 集 。 这 与 题 设 矛盾 。 

[ 例 8.3.5] 【连续 函数 的 有 界 性 ) 若 f{x) 在 [a;:6] 
上 连续 , 则 fl) 在 Le,#j 上 有 界 。 
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人 狼 、 漏 第 了 的 落 本 定理 


证 明 : 为 了 证 明 方 便 , 把 了 上 开拓 成 {~- mm,+ mm) 上 的 
函数 广 ， 
flx) (x E [a,b]), 
f(x) = fla) {x < qa), (8.3.1) 
Ab) (x > b)o 
再 对 f° 用 连续 归纳 法 。 

引入 命题 p, :f° [zxz) 在 {- %w,x] 上 有 界 。 

{1) 取 x6 = 9, 则 对 一 切 x < wosp: 真 。 

(2} 若 对 一 切 x<y 有 疡 真 , 由 于 广 在 点 7 连续, 故 
有 (ea,8), 使 7 和 [ap 并 且 产 在 (ww,8) 上 有 措 。 和 参看 
图 8 -2 在 {ayy) 内 取 zx, 则 广 在 (- 加 xi 上 有 界 , 又 在 
[xz 8] 上 有 界 , 从 而 在 [ - w ,8) 上 有 界 。 取 户 - y= 全 ,对 
任 一 个 x<y+5=p,p, 真 。 

由 连续 归纳 法 ,p, 对 一 切 x 成 立 。 取 x = 上 #, 即 得 结 
论 :f"' 在 (-m,8] 上 有 界 , 即 f(x) 在 [a,5] 上 有 界 。 

[ 例 8.3.6] 【连续 函数 的 中 间 值 定理 ) 设 fix) 在 
[a,8] 上 连续 ,Aae)<0Fib>0 则 至 少 有 一 个 点 xo 七 
(ee 使 六 xzoj=0o 

证 明 : 用 上 反 证 法 。 设 对 一 切 4Efavb] 有 f(x) 天 上 ,我 
们 用 连续 好 纳 法 推出 矛盾 。 

仍 按 例 8.3.5 的 方式 ,把 fx 拓展 到 全 实数 集 上 成 
为 矿 , 见 18.3.1) 式 。 

引入 命题 p.: 广 (xzr) 在 (- 名 :xj] 上 恒 为 负 。 

(1) 因 fla) <0, 按 18.3.1}, 对 任 一 个 <xo= 4 p 


真 。 
(2) 车 对 任 一 个 *<y 有 p, 真 , 则 对 一 切 x*<y 有 
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从 数学 才 育 到 数 育 数学 


产 (x) <0。 按 反 证 法 假设 六 (y) 关 0, 由 产 在 y 的 连续 
性 ,有 fa 使 yEla;p8), 且 六 在 (aa 8 上 与 产 (17) 同 
号 。 由 (a) <0 知 六 在 {a,8) 上 为 负 , 取 8=8-y; 则 
对 一 切 x<y+ 人 人 =, 有 p, 真 。 

由 连续 归纳 法 , p, 对 一 切 x 成 立 。 取 x>5, 可 得 
了 <D0 导致 矛 牛 。 [ 

[ 例 8.3.7] {连续 函数 的 最 大 值 定理 ) 若 ftx) 在 
[aa 上 连续 , 则 关 生 La 5] 上 取 到 最 大 值 和 最 小 值 。 

证 明 : 只 要 证 最 大 值 的 情形 就 行 了 。 

仍 按 (8.3.1) 式 把 了 拓展 成 (- o ,+o) 上 的 疡 。 用 
反 证 法 ; 设 了 在 [as 8 上 取 不 到 最 太 值 , 即 广 在 (- me， 
+ 史上 取 不 到 最 大 值 。 

引入 命题 p,: 存 在 一 点 4; 使 产 {wu) 大 于 广 在 
(-%,x|] 甩 职 的 一 雪 值 。 

(1) 对 任 一 x < ap 真 。 这 是 因为 着 不 是 这 样 ， 
fla) 便 成 为 了 在 [a,5b] 上 的 最 大 值 了 。 

[2) 设 对 某 个 ¥ ,一 切 x < y 均 使 p, 真 。 由 于 产 17] 
不 是 产 的 最 大 值 , 故 有 4, 使 广 (u)> 六 ty)。 由 广 在 
Y 连续 ,有 区 间 {a,8) 使 得 yYE le,B}), 有 目 产 在 la; 站 的 取 
值 均 小 于 f° {w】。 和 参看 图 8-2, 在 {a;8) 内 职 %,, 由 归 
纳 假设 ,有 ws 使 产 {xw}) 大 于 广 在 { -名 ,x1] 上 的 取 值 。 
取 产 (na 为 产 ({a 与 产 (1az) 中 的 较 大 者 , 则 广 (wu) 大 于 
广 在 [- m ,有 外 上 的 值 。 取 二 = 月 -7 则 当 *<y+ 人 时 吕 
成 立 。 

由 连续 归纳 法 ,p, 对 一 切 * 成 立 。 当 %>68 时 ,意味 
着 有 4 使 (4u) 大 于 产 在 [a,b] 上 的 一 切 值 , 即 
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帮 、 涛 荃 了 的 基本 定 诗 


Fu) > fF tu), 
导致 矛盾 。 
[ 例 8.3.8] 《连续 函数 在 团 区 间 上 的 一 致 连续 性 ) 
者 六 xi 在 [apj 上 连续 , 则 它 在 [oa ,5 上 一 致 连续 。 
证 明 : 令 1 是 不 超过 5 -a 的 一 个 正 数 。 记 


w{H) = sup MF (x.)} -fF {xr)lo 


| = | 所 


这 里 广 是 了 按 (8.3.1) 式 在 ( - me ,+ 加] 上 的 开 抽 。 
当 少 变 小 时 ,19 不 会 卉 大 , 故 当 8 一 0 时 ,w{8) 有 
个 确定 的 极限 m, 不 站 设 


limo [SG) = w, Do 
Bg 


要 证 明 . 广 一 致 连续 { 即 了 在 | ep 上 一 致 连续 ), 只 要 证 
wo =0 就 路 了 。 用 反 证 法 , 设 wo >0, 又 记 
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| 三 汪 3 丰 攻 


(二 
引入 命题 DP 村 守 了 


{1) 对 xx<a, 显然 os =0< Fp: 真 。 


[21 设 对 革 个 7 一切 x < 均 使 p， 真 。 由 于 产 首 YY 
上 连续 , 故 有 (a,8) 使 yE{tapB), 昌 fF 在 ta,B} 上 的 上 


下 确 界 之 差 小 于 子 。 在 {a,y) 内 取 xi* 由 归纳 假设 知 


ws < 子 , 于 是 ws < To 因而 对 一 切 x<y+ 人 = 有 ,有 p， 


真 。 
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由 连续 归纳 法 知 ,p，, 对 一 切 x% 成 立 。 取 = 5 ,得 
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wy < 也 但 接 w, 及 wo 的 定义 显然 有 mw, = wo ,这 推出 了 
了 矛 眉 。 Ll 

通常 微 积分 教程 中 证 明 以 上 这 些 命题 ,用 的 是 不 同 
的 方法 。 现 在 ,我 们 采取 统一 的 模式 ,就 更 便于 理解 和 党 
握 了 。 


8.4 一 个 由 点 到 面 的 推理 模式 


前 面 的 几 个 例子 都 有 这 个 特点 ;利用 一 点 邻 域 的 性 
质 来 推出 全 局 的 性 质 。 抓 住 这 一 点 , 便 能 建立 一 个 统一 
的 推理 模式 ,使 许多 定理 的 证 明 简化 。 

我 们 引入 一 个 “可 分 命题 "的 概念 。 

可 分 命题 ” 设 命题 0 是 涉及 区 间 全 的 一 个 判断 ， 
如 果 满 足下 面 两 条 : 

(1) 若 QA 成 立 , 且 人 1C A, 则 0A 成 立 。 


(2} 车 人 1 门人 关 $, 则 由 QA 成立 且 QA 成立, 
推出 QAU A 成立。 
这 时 便 说 Q 是 关于 区 间 的 可 分 命题 。 这 里 ,区 间 和 从 可 
以 是 开 的 、 闭 的 、 半 开 半 闭 的 。 

对 于 可 分 命题 ,可 以 建立 一 个 统一 的 推理 模式 .: 

定理 Q (关于 可 分 命题 的 统一 推理 模式 ) 设 人 是 
可 分 命题 。 对 任 一 点 x*E[a;&8j, 有 包含 x 的 {a;8) 使 
Qi 成 立 , 则 Qn 成立 。 


200 


人 儿 、 泗 还 了 的 考 本 定理 


这 个 定理 可 以 用 连续 归纳 法 证 明 , 也 可 以 用 有 限 才 
盖 定 理 更 简单 地 导出 ,或 直接 由 茂德 金 公理 推出 。 这 里 
暗 去 具体 的 证 明 。 

使 用 定理 8 ,一 定 要 把 所 要 证 的 命 显 设法 转化 成 一 
个 有 关 的 可 分 命题 。 下 面 ,我 们 用 上 一 节 的 例题 来 说 明 
这 种 推理 模式 的 用 法 。 

确 界 存在 定理 ”把 命题 转化 为 可 分 命题 OQ。 ;入 中 
的 点 都 是 村 的 上 界 或 都 不 是 性 的 上 界 。 

用 反 证 法 。 若 上 无 最 小 上 愉 , 则 当 x 不 是 上 界 时 ， 
有 合 x 的 {a,B) 使 其 中 的 点 均 非 上 界 ; 而 当 x 是 村 的 上 
界 时 ,有 售 * 的 (a,8) 使 其 中 的 点 均 为 条 的 上 界 。 由 定 
理 如 ,命题 01,,, 对 任意 as. 成 立 , 取 4;b 为 必 的 上 
界 , 即 推出 矛盾 。 

区 间 套 定理 ”把 命题 转化 为 可 分 命题 0。 :和 从 中 的 
点 或 者 都 是 {5,1 的 下 界 , 或 者 都 不 是 |5, 1 的 下 界 。 

推 证 方法 同 确 界 存 在 定理 ,用 反 证 法 。 

有 限 覆 盖 定 理 ”把 命题 转化 为 可 分 命题 @ :入 可 
被 5 的 有 限 个 区 间 覆 盖 。 

证 法 显然 。 

波 荣 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ”把 命题 转化 为 可 分 
命题 QA: 从中 只 有 并 的 有 限 个 点 。 

用 反 证 法 。 

连续 函数 的 有 界 性 ”把 命题 转化 为 可 分 命题 @A :了 
在 态 上 有 界 。 

连续 函数 的 中 间 值 定理 把 命题 转化 为 可 分 命题 


201 


二 - ， 
i 
i 
- rm - 
mr 
a 
i Te. a 
四 i . 
， - 


Te 
4 mn a 
or 
ms 
en 
i 
i 


a 
1 | ey 和 : 
~ - a es ee be 
ns 
人 
-= - - TT 
- *% i 
， 机 = ee 


| 


二 


i 


A 
De re 


只 雪 学 裁 育 到 教育 数学 


0 :ff 在 入 上 恒 正 或 恒 负 。 

以 下 再 用 反 证 法 即 可 。 

连续 函数 的 最 值 定 理 把 命题 转化 为 可 分 分 题 
人 :三 在 uw 使 f{w) 大 于 了 在 六 上 的 值 。 

用 反 证 法 。 

连续 函数 的 均匀 连续 性 ”把 命 语 转化 为 可 分 命题 
QA : 

lim sup, {iFAx) -fix i < 机 
:全 

再 用 反 证 法 , 设 wo > 站 即 可 得 证 。 

这 样 ,我 们 就 轻而易举 地 证 明了 一 批 定 理 一 一 因为 
定理 8 抓 仕 了 事情 的 本 质 。 

定理 刁 也 可 以 推广 到 高 维 , 这 里 就 个 再 蕉 述 7。 

定理 0Q 比 连续 归纳 法 更 好 用 。 但 连续 归纳 法 也 许 更 
易 被 接受 ,因为 它 沾 了 数学 归纳 法 的 光 ! 


8.5 两 种 质疑 


作者 提出 连续 归纳 法 以 来 , 常 昕 到 两 种 质疑 。 

上 质疑 一 :数学 归纳 法 每 次 用 w+1 代替 Rn, 则 nn 可 以 
取 遍 自然 数 ;连续 归纳 法 每 次 用 y+ 代替 y, 要 是 8 越 
来 越 小 ,y 就 不 见得 能 跨 过 一 切实 数 了 吧 ? 

签 日 ,连续 归纳 法 是 用 反 证 法 、 从 实数 的 基本 性 质 戴 
德 爹 公理 推 得 的 , 它 的 正确 性 不 依赖 于 6 的 大 小 变化 。 

直观 上 可 以 这 样 看 ,如 果 7 的 增长 歇 到 了 一 个 障碍 
y” ;就 可 以 从 7 ”+ 人 开始 ,这 表明 y" 并 非 障 碍 | 
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几 、 洒 彰 了 的 考 杰 定理 
RE IN 


质疑 二 : 用 连续 归纳 法 会 不 会 推出 错误 的 结论 呢 ? 
例如 : 设 Yx)=x, 则 了 在 (- ww,0} 上 有 上 漠 ; 叉 车 了 丫 在 
{-%w,y) 上 有 上 界 , 则 有 56>0 使 了 在 {-wm,y+ 人 ) 上 有 
上 界 , 于 是 推出 fx) 在 (-%wm,+ wm) 上 有 上 界 。 这 岂 不 匣 
诺 ? 

答 日 ;使 用 连续 归纳 法 和 使 用 数学 妇 纳 法 一 样 , 先 要 
明确 要 证 的 命题 是 什么 。 数 学 归纳 法 ,讨论 的 作 题 水 及 
一 个 自然 数 nn, 连 续 归 纳 法 的 合 题 则 涉及 一 个 实数 x。 

按 质 疑 者 所 提出 的 例子 ,有 关 命题 p, 是 了 在 ( - o ,x) 
上 有 界 。 王 是 ,最 后 结论 应 当 是 "对 一 切 xE{-wm,+ w)， 
F 在 {( -~- ax) 上 有 上 界 ", 而 不 是 “了 在 {1- am ,+m) 上 有 
上 界 "。 
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从 数学 戎 育 寻 才 育 数学 


九 、 从 数学 教育 到 教育 数学 


近年 来 ,科学 技术 像 神 话 般 地 飞速 发 展 。 在 这 场 大 
发 展 中 ,数学 和 其 他 科技 领域 的 关系 日 益 密切 。 

一 香 多 年 前 ,正如 恩格斯 在 《自然 辩证 法 一 书 中 所 
写 :“ 数 学 在 化 学 中 的 应 用 仅仅 是 简单 的 比例 式 , 在 生物 
学 中 的 应 用 等 于 0。 而 今天 ,与 电子 计算 机 技术 的 飞速 发 
展 相伴 ,数学 已 渗透 到 人 类 的 一 切 活动 领域 。 生 物 、 经 
济 、 医 学 甚至 音乐 .美术 与 文学 ,没有 一 个 领域 与 数学 绝 
缘 。 这 种 形势 迫使 人 们 必须 给 数学 教育 以 更 大 的 重视 。 

还 是 一 下 多 年 前 ,恩格斯 在 4 反 杜 林 论 》 中 ,给 数学 的 
对 象 下 了 经 典 性 的 定义 :" 纯 数学 的 对 得 是 现实 世界 的 空 
各 形式 和 数量 关系 ,所 以 是 非常 现实 的 材料 。" 但 是 ,经 过 
一 个 多 世纪 的 发 展 , 数 学 的 面貌 已 大 不 相同 了 。 数 学 所 
研究 的 对 象 大 大 超出 了 原先 人 们 所 理解 的 "空间 形式 和 
数量 关系 "的 框 滋 。 当 我 们 仍 用 恩格斯 的 定义 来 刻画 坝 
代数 学 时 ， 空 间 形 式 " 必须 理 解 为 一 切 类 似 于 空间 形式 
的 形式 :射影 空间 、 非 欧 空 间 、 拓 扑 空 间 、 无 穷 维 的 空间 、 
微分 流 形 -…- 而 "数量 关系 "也 要 理解 为 一 切 类 似 于 数量 
关系 的 关系: 逻辑 关系 、 语 法 关系 …… 数学 面貌 的 大 变化 
对 数学 教育 提出 了 新 的 要 求 。 

两 股 力量 汇合 在 一 起 , 即 科 学 技术 的 需要 和 数学 本 
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五、 从 数学 条 育 到 条 序数 学 
eT 


身 的 发 展 ,推动 着 数学 教育 现代 化 运动 芭 碗 发展。 改革 
数学 教育 的 浪潮 ,席卷 了 世界 所 有 发 达 国 家 。 

数学 教育 已 经 成 为 一 门 受 到 广泛 重视 的 学 科 。 

数学 教育 学 的 对 象 是 数学 教学 ,而 不 是 数学 本 身 。 
数学 教育 学 面临 的 两 大 问题 无 非 是 : 

{1) 截 开 么 ?一 一 数学 内 容 问 题 ; 

[12} 怎样 救 ? 教学 方法 问题 。 

但 是 ,方法 与 内 容 又 是 紧密 联系 的 ,肯定 了 " 教 什 
么 " ,才能 研究 "怎么 教 "的 问题 。 

于 是 ,数学 教育 学 要 靠 数学 提供 材料 。 当 然 , 这 材料 
还 不 是 教材 。 要 把 材料 变 成 教材 ,按照 教育 学 的 说 法 必 
须 对 材料 进行 "教学 法 的 加 工 "。 

但 是 ,仅仅 进行 “教学 法 的 加 工 " 就 能 了 吗 ? 

祖宗 给 我 们 留 下 方块 汉字 。 无 论 进行 什么 样 的 “都 
学 法 加 工 ” ,方块 字 还 是 方块 字 ,文字 简化 .汉语 拼音 不 是 
教育 学 的 事 。 

十 进 制 也 是 这 样 。 无 论 进行 什么 样 的 “教学 法 加 
工 ", 十 进 制 还 是 十 进 制 , 它 本 身 固 有 的 缺点 是 无 法 去 掉 
的 。 

教育 是 大 事 。 未 来 的 医生 、 工 程 师 、 物 理学 家 、 诗 人 
与 将 军 , 都 要 从 学 校 走出 来 。 数 学 应 当 提 供 “ 最 好 "的 材 
料 。 为 了 尽 可 能 " 景 好 " ,在 "教学 法 加 工 "之 前 ,就 应 当 进 
行 数学 的 加 工 , 数 学 的 再 创造 。 

为 了 数学 教育 的 需要 ,对 数学 成 果 进 行 再 创造 ,这 已 
不 是 数学 教育 学 的 任务 了 。 这 主要 是 数学 工作 者 的 责 
任 , 是 数学 的 任务 。 

为 完成 这 一 任务 而 进行 的 研究 活动 ,如 果 发 展 起 来 
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形成 方向 或 学 科 , 就 是 教育 数学 。 
9.1 从 欧 几 里 得 到 布尔 巴 基 


目前 ,世界 上 有 数 以 万 放 的 数学 家 ,他们 玫 玫 不 倦 地 
在 数学 的 矿山 里 开 据 。 由 于 他 们 的 劳 起 ,新 板 念 ,新 定 
理 、 新 猜想 、 新 问题 如 十 后 春 算 般 地 冒 出 来 。 据 统计 ,4 美 
国 数学 评论 + 每 年 摘 引 的 新 定理 不 下 20 万 条 1 

这 些 新 定理 的 命运 如 何 呢 ” 

它们 中 的 绝 大 多 数 , 或 由 于 平凡 ,或 由 二 繁 弄 , 或 由 
于 过 于 专业 ,或 由 于 其 他 不 开道 的 原因 , 密 束 之 高 阁 , 巾 
人 人 们 忘却 ,甚至 根本 不 被 入 仆 注 意 一 一 那 就 连 态 却 也 谈 
个 上 了 。 

它 从 中 的 少 部 分 , 曾 受 到 同行 专家 的 青睐 ,让 瑟 入 条 
舍 性 论文 , 写 入 专著 ,甚至 载 入 史册 ,成 为 数学 工作 者 或 
其 他 科技 工作 者 学 习 和 研究 的 基本 参考 资料 。 

只 币 极 少 棚 少 的 部 分 ,由 于 它 由 基 础 又 重 要 ,或 特别 
简单 百 趣 ,所 以 能 进入 小 学 .中 学 或 太 学 的 课堂 ,成 为 人 
类 代 代 相传 的 珍 员 遗产 中 的 一 部 分 。 

浩 如 烂 海 的 原始 文献 到 捉 纲 提要 的 练 台 报 告 、 
成 体系 的 专著 ,再 到 能 引导 初学 者 跨越 科学 之 门 的 教材 ， 
需要 人 们 付出 艰 去 繁重 的 区 动 ,需要 数学 上 的 再 创造 。 

这 种 再 创造 的 劳动 果实 为 科学 界 所 共享 ,为 学 习 者 
所 需要 。 干 得 出 色 ,就 会 受到 热烈 的 欢迎 .高度 的 评价 。 

从 主 至 今 , 痢 是 如 此 。 

欧 几 里 得 的 4 元 何 原本 ;, 是 第 一 个 取得 了 法 煌 成 就 
的 对 数学 材料 进行 再 创造 的 范例 。 它 影响 数学 家 和 科学 
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家 的 思维 方式 达 两 于 年 之 久 。 直 到 今天 , 它 仍 然 没 有 退 
出 中 学 巢 党 | 

19 世纪 法 兰 西 科学 院 院 士 柯 西 ,对 积累 了 两 目 多 年 
的 微 积 分 成 果 进 行 了 再 创造 的 研究 ,与 出 了 返 同 严密 的 
微 积分 王国 的 第 一 部 教程 一 一 《分 析 教 程 》。 年 轻 的 挪威 
数学 家 阿 贝尔 在 他 的 文章 中 赞扬 道 :每 一 个 在 数学 研究 
中 喜欢 严密 性 的 人 ,都 应 该 读 这 本 杰出 的 着 作 !'" 

进入 20 世纪 ,数学 的 发 展 越 来 越 迅 速 , 这 种 再 创造 
的 工作 显得 更 加 重要 和 必需 。 有 需要 就 有 动力 ,于 是 一 
批 有 胆 有 识 之 土 义 无 返 顾 地 为 此 献身 。 

尼 古 拉 * 布 尔 巴 基 , 现 代 最 著名 的 法 国 数学 家 ;已 经 
出 版 了 皇 皇 巨著 《数学 原理 ) 的 前 40 卷 。 这 部 尚未 完成 
的 数学 百科 全 书 的 目的 是 ”对 数学 从 头 探 讨 , 并 给 于 完全 
的 证 明 "。《 数 学 原理 ) 在 国际 数学 界 引 起 了 嗓 烈 尽 啊 , 瑟 
和 它 的 作者 获得 了 很 高 的 声誉。 

然而 有 趣 的 是 ,布尔 巴 基 要 求 加 入 美国 数学 会 的 申 
请 被 拒绝 了 。 理 由 很 简单 ,因为 美国 数学 会 认为 ,世界 上 
没有 这 个 名 也 布尔 巴 基 的 人 。 和 布尔 马 基 强烈 抗议 ,然而 
没有 用 。 因 为 事实 上 确 无 此 人 ,市 尔 巴 基 是 一 个 集体 的 
笔名 。 

布尔 巴 基 们 把 数学 归结 为 "研究 抽象 结构 的 理论 ”。 
他 们 认为 ,集合 论 是 数学 大 厦 的 地 基 , 而 大 厦 的 骨架 由 3 
种 最 基本 的 结构 一 一 母 结 构 组 成 。 这 3 种 母 结构 是 : 序 
结构 、 代 数 结构 、 拓 扑 结 构 。 比 如 ,我 们 熟悉 的 实数 有 大 
小 ,这 是 序 结 构 ; 有 四 则 运算 ,这 是 代数 结构 ;有 连续 性 ， 
这 是 拓扑 结构 。 

母 结构 加 进 新 的 公理 ,产生 子 结构 。 不 同 的 结构 结 
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合 起 来 ,产生 复合 结构 。 布 尔 巴 基 们 认为 ,研究 今天 已 有 
的 和 未 来 可 能 产生 的 种 种 结构 ,就 是 纯 数学 的 特征 。 

有 了 结构 观点 ,数学 的 核心 部 分 就 条 理化 、 系 统 化 
了 。 布尔 巴 基 的 书 , 成 为 数学 家 们 的 高 级 教程 。 

这 样 看 来 ,从 古 到 今 ,数学 成 果 的 整理 加 工 与 再 创 
造 ,都 是 有 益 的 .爱人 赞扬 的 、 影响 深 远 的 。 

获 几 里 得 、 柯 西 、 布 尔 巴 基 , 他 们 是 站 在 数学 发 展 的 
前 沿 进行 再 创 造 活动 。 他 们 的 书 , 首 先是 为 了 数学 家 的 
学 习 , 然 后 才 进 入 课堂 ,成 为 教材 的 蓝本 。 所 以 , 人们 通 
常 不 称 他 们 为 教育 数学 家 。 其 实 广义 地 说 ,他 们 的 工作 
确实 应 当 算 是 教育 数学 的 活动 。 

世 是 ,离开 了 数学 发 展 的 前 沿 , 在 数学 的 大 后 方 ,而 
对 着 似乎 是 早已 熟悉 的 材料 , 面 对 着 中 小 学 受 大 学 教程 
的 “老生常谈 " ,还 有 没有 数学 研究 的 余地 呢 ? 还 有 没有 
再 创造 的 必要 与 可 能 呢 ? 如 果 只 猎 下 "教学 法 加 工 ", 教 
育 数 学 就 无 事 可 艇 了 。 


9.2 教育 数学 有 事 可 做 


我 们 已 经 规定 了 教育 数学 的 任务 :为 了 数学 教育 的 
需要 ,对 数学 成 果 进 行 再 创造 。 

你 侈 这样 说 一 下 , 并 不 足以 证 明教 育 数学 就 有 权 存 
在 ,还 必须 说 明 再 创造 的 必要 性 与 可 能 性 。 

在 数学 的 前 沿 , 这 种 再 创造 的 必要 性 与 可 能 性 早已 
举世 公认 。 欧 几 里 得 、 柯 西 . 布 尔 巴 基 , 就 是 极 好 的 范例 。 
在 数学 的 大 后 方 ,也 并 非 无 事 可 做 。 这 本 书 里 已 经 提 到 
了 几 件 事 : 以 面积 为 中 心 的 平面 几何 推理 体系 与 公理 系 
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统 , 以 无 界 不 减 数列 为 起 点 的 极限 理论 ,在 实数 理论 中 引 
入 连续 归纳 法 。 每 件 事 在 这 里 仅仅 是 开 了 个 头 。 

这 里 面 有 许多 新 的 定理 、 新 的 证 法 、 新 的 定义 和 新 的 
公理 体系 。 而 教学 法 加 工 , 不 可 能 把 全 等 三 角形 与 相似 
三 角形 的 方法 , 变 成 “ 共 边 三 角形 "与 “ 共 角 三 角形 "的 方 
法 ;不 可 能 改变 极限 定义 的 "se - 语言 "; 不 可 能 控 据 出 被 
遗漏 的 "连续 归纳 法 "。 

然而 ,数学 家 的 目光 往往 忽略 了 这 个 角落 ,因为 他 们 
认为 这 里 是 太 平 无 事 的 大 后 方 ,认为 这 里 只 有 数学 教育 ， 
而 没有 数学 的 研究 对 象 。 

教育 数学 ,在 数学 教育 和 数学 之 间 的 边缘 地 带 生 山 
了 小 苗 。 如 果 只 有 这 本 书 提 到 的 几 人 和 件 工作 ,而 没有 更 多 
的 问题 成 为 教育 数学 的 动力 ,这 株 小 苗 就 会 枯 鞭 。 

可 是 我 们 无 须 担心 ,因为 问题 会 源源 而 来 。 

数学 知识 ,特别 是 作为 数学 教育 内 容 的 基础 知识 ,是 
客观 世 潮 的 空间 形式 与 数量 关系 的 反映 。 同 糙 的 空间 形 
式 ,同样 的 数量 关系 ,可 以 用 不 同 的 数学 命题 、 数 学 结构 、 
数学 体系 来 反映 。 这 就 如 同 从 不 同 的 角度 给 一 头 大 象 拍 
照 ,会 得 到 十 分 不 一 样 的 照片 ,但 它 总 是 这 一 头 象 。 只 
是 ;有 的 反映 方式 便于 学 习 、 掌握 .理解 .记忆 ,有 的 则 不 
然 。 

不 同 的 反映 方式 ,尽管 都 是 客观 世界 的 正确 反映 ,但 
教育 的 效果 却 会 大 不 相同 。 例 如 罗马 数字 的 算术 和 阿拉 
伯 数 字 的 算术 ,尽管 算 题 时 得 出 同样 的 结果 ,但 在 教育 效 
果 上 的 差别 是 显而易见 的 。 

因此 ,为 了 数学 教育 的 县 的 ,我 们 应 当 用 "批判 "的 眼 
光 审 视 已 有 的 数学 知识 。 这 批判 ,当然 不 是 怀疑 这 些 数 
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学 知识 的 正确 性 ,而 是 检查 它 在 教育 上 的 适用 性 。 我 们 
要 用 系统 科学 的 观点 ,联系 着 前 后 左右 的 教学 ,联系 着 学 
生 的 心理 特征 与 年 龄 特征 ,看 一 看 , 问 一 问 , 哪 种 反映 方 
式 较 优 ? 能 不 能 找到 更 优 或 最 优 的 反映 方式 ? 

为 了 认识 平面 图 形 的 性 质 , 我 们 可 以 学 欧 氏 的 《几何 
原本 》 ,可 以 学 《解析 几何 ) 或 {三 角 学 》, 可 以 学 {质点 几 
何 》; 也 可 以 学 向量 几何 》, 还 可 以 创造 新 的 几何 体系 ,就 
像 我 们 在 本 书 第 4.5 章 中 所 做 的 那样 。 哪 种 方案 能 更 快 
更 好 地 完成 这 一 阶段 数学 教育 的 任务 呢 ? 这 需要 我 们 仔 
细 考 察 。 

同样 学 习 “ 极 限 过 程 " 的 客观 规律 ,可 以 用 "se - 语 
言 ", 也 可 以 用 本 书 第 7 章 引 入 的 单调 序列 比较 法 ,其 效 
果 也 会 不 向 。 

寻求 更 优 的 反映 方式 ,是 数学 上 的 再 创造 活动 。 但 
是 ,我 们 应 当 从 哪里 下 手 呢 ? 

可 以 着 眼 于 两 点 一 一 难点 和 新 点 。 

数学 教学 中 ,有 一 些 传 统 的 、 公 认 的 难点 ,例如 几何 
解 题 、 极 限 概念 .三角 变 换 等 。 对 付 难 点 常用 的 办 法 ,有 
分 散 难 点 ,推迟 难点 、 反 复 强化 .适当 回避 等 手段 。 

从 教育 数学 的 角度 看 ,难点 之 难 , 很 可 能 是 由 于 数学 
成 果 未 能 给 客观 世界 提供 好 的 反映 ,这 就 需要 通过 表 创 
造 寻 求 葛 优 的 反映 方式 。 也 就 是 说 ,通过 数 育 数学 的 研 
究 , 改 造 数学 概念 的 表述 方式 ,提供 更 便于 掌握 的 方法 ， 
化 解难 点 。 

前 面 ,我 们 着 重 讨论 平面 几何 极限 概念 和 实数 理 
论 ,也 正 是 因为 它们 是 公认 的 难 点 。 

难点 ,给 教育 数学 提供 了 课题 。 
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什么 是 新 点 呢 ? 

随 着 数学 的 发 展 和 科学 技术 的 进步 ,数学 教育 的 内 
容 和 方法 也 必然 相应 变化 。 传 统 的 初等 数学 , 即 中 小 学 
的 数学 ,不 过 是 算术 、 几何、 代数 与 三 角 , 这 些 都 是 几 百 年 
前 数学 家 们 早已 熟知 的 东西 。 而 现代 的 初等 数学 , 即 数 
学 教育 现代 化 运动 中 提出 的 应 当 进 入 中 学 课堂 的 教学 ， 
已 包括 :1) 初 等 微 积分 ;2) 初 等 集合 论 ;3) 数理 逻辑 引 论 ; 
4) 近 世代 数 的 概念 ,特别 是 群 、 环 、 域 和 向量 的 概念 ;5) 概 
率 论 和 统计 引 论 。 有 些 方案 还 主张 加 入 向 量 空间 和 线性 
代数 ,等 价 关 系 和 顺序 关系 ,初等 拓扑 学 引 论 和 非 欧 几何 
学 引 论 等 内 容 。 

这 么 多 的 东西 ,一 下 子 挤 进 中 学 数学 的 课堂 ,将 会 造 
成 什么 局 面 ? 如 何 才 能 使 学 生 学 得 更 快 更 好 而 忱 不 加 重 
负担 ? 这 是 教育 学 与 数学 面临 的 向 题 ,是 数学 教育 与 教 
音 数 学 的 共同 任务 。 这 么 多 的 内 容 如 何 妥 善 安排 ,形成 
一 个 优化 的 系统 , 光 靠 教学 法 加 工 显 然 不 够 ,还 需要 数学 
上 的 再 创造 。 

大 学 的 数学 教学 面临 同样 的 问题 。 如 何 讲 微分 流 
形 ? 如 何 讲 非 标准 分 析 ? 如 何 讲 图 形 学 ”大批 的 材料 有 
待 于 再 创造 。 

教育 数学 ,还 怕 没 有 事 做 妈 ? 


9.3 是 难 是 另 


教育 数学 , 初 看 似乎 窒 易 ,因为 它 在 数学 的 后 方 , 它 
所 处 理 的 似乎 是 比较 初等 的 东西 ,是 已 被 证 明了 的 东西 。 
但 困难 也 在 这 里 ,要 从 平凡 而 熟知 的 东西 中 变 出 新 化 样 
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是 不 容易 的 。 进 行 再 创造 ,无 疑 是 在 向 前 辈 大 师 们 挑战 。 
更 深 一 屡 的 困难 在 于 :你 很 难 判 断 自己 的 再 创造 是 成 功 
了 还 是 失败 了 ,因为 问题 本 来 就 不 明确 。 至 于 问题 有 没 
有 解决 ,解决 得 好 不 好 ,就 更 不 明确 了 。 

本 来 ;你 以 为 你 在 某 一 方 曾 改 进 了 现存 的 体系 。 但 
实际 上 ,也 许 你 的 工作 反而 给 数学 教育 添 了 新 的 麻烦 | 

当然 ,实践 是 检验 是 非 优 劣 的 标准 ,教学 实践 可 以 告 
诉 我 们 ,再 创造 是 成 功 还 是 失败 。 

但 也 有 这 种 情况 , "实践 "表明 成 功 了 的 未 必 真 的 就 
好 。 因 为 新 教材 的 "试点 " ,往往 有 好 教师 、 好 学 生 、 好 条 
件 , 所 以 才 会 成 功 。 而 面 上 的 推广 ,就 是 另外 一 回 事 了 。 

“实践 "表明 失败 了 的 也 未 必 真 的 不 好 ,习惯 的 势力 
是 强大 的 ,心理 因素 往往 给 新 方案 的 推行 带 来 难以 逾越 
的 困难 。 即 使 新 的 几何 体系 比 传统 的 体系 简单 得 多 ,也 
会 引起 教师 的 不 习惯 ,从 而 造成 学 生 学 习 的 困难。 因为 
教师 往往 已 按 传统 体系 教 了 一 二 十 年 ,已 习惯 于 用 传统 
体系 思考 问题 ,要 改造 思维 方式 是 十 分 困难 的 。 

所 以 新 方案 的 实施 ,需要 从 培养 教师 入 手 。 如 果 要 
用 实践 证 明 新 方案 是 好 的 、 行 得 通 的 ,至 少 要 一 代 人 的 努 
力 ,20 年 的 光阴 。 

问题 又 来 了 ,在 没有 证 明 新 方案 比 介 体系 更 优越 之 
前 ,社会 又 怎 能 下 决心 用 一 代 人 的 努力 为 代价 来 进行 实 
践 呢 ? 所 以 ,在 真 刀 真 枪 的 教学 实践 之 前 ,还 应 当 作 个 预 
测 , 作 个 比较 。 

预测 .比较 ,有 没有 什么 真 赁 实 据 的 标准 呢 ? 

应 当 是 有 的 ,哪怕 是 几 条 模糊 标准 也 好 。 
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方 、 人 只 数学 孝 育 到 裁 育 数 学 


9.4 优 劣 的 标准 


为 了 判断 教育 数学 成 果 的 优 沁 ,我 们 试 着 找 出 几 条 
标准 来 。 
最 容易 想到 的 是 加 辑 结 构 越 简单 越 好 。 简 单 的 东西 
窜 易 掌握 ,这 是 毫 无 疑问 的 。 有 些 数学 定理 ,第 一 个 证 明 
会 长 达 百 页 以 上 上。 陈景润 研究 哥 德 巴赫 猜想 取得 "1 + 2" 
的 结果 ,最 初 的 证 明 有 200 页 之 多 ! 对 于 这 样 长 的 证 明 ， 
数学 家 一 方面 要 酌 着 头皮 来 学 习 , 另 一 方面 又 不 满意 , 致 
力 于 屁 找 短 证 有 明 。 有 些 定 理 的 证 明 似乎 箭 敌 ,但 用 到 了 
比较 专业 的 知识 或 高 深 的 理论 ,这 也 会 促使 数学 家 寻求 
所 谓 初 等 的 证 明 。 只 有 简化 到 一 定 程度 ,初等 化 到 一 定 
程度 ,数学 成 果林 能 被 更 多 的 人 理解 , 才 有 可 能 进入 课 
望 ! 
所 谓 尿 辑 结构 简单 ,又 有 3 个 含义 
(1) 推理 步 又 的 总 数 少 
比如 ,平面 几何 教材 中 ,总 是 从 基本 命题 出 发 ,一 
步 一 步 地 推出 那些 希望 学 生 掌 握 的 命题 。 材 料 
组 织 得 好 ,推理 总 步 数 就 少 。 也 就 是 说 ,构成 整 
个 迁 辑 链 的 环节 就 少 , 但 功能 并 不 弱 。 那 每 样 才 
能 减少 推理 环节 呢 ? 这 不 你 要 人 靠 材 料 的 组 织 ,还 
要 舍 数 学 上 的 创新 。 
(2) 推理 的 路 径 短 
也 就 是 说 ;从 基本 出 发 点 到 每 个 售 题 之 间 的 逻辑 
环节 总 可 能 少 。 在 推理 步骤 总 数 相 同 的 条 件 下 ， 
推理 路 径 的 长 短 可 以 不 同 。 例 如 ,5 个 命题 4、 
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以 烟 学 裁 育 到 才 育 数学 


B.C.D、E, 如 果 推 理 过 程 为 {每 个 第 头 表示 一 
步 推理 ) 

它 的 最 长 路 径 为 8 步 ,平均 路 径 为 了 x {2+4+6 
+8) =5 步 。 但 如 果 我 们 能 找到 8 
种 放射 型 逻辑 结构 , 那 它 的 总 步 枝 rr 
仍 是 8 步 ,但 最 长 路 径 仅 有 2 步 , 平 “一 p 


均 路 径 也 不 过 2 步 ( 见 右 图 }! ~ 
这 也 表明 ,放射 型 次 辑 结 构 朋 希望 优 于 拒 联 

的 有 逻辑 结构 。 

推理 过 程 的 "宽度 ”小 


所 谓 推 理 的 宽度 ,是 指 为 了 获得 - -个 命题 所 要 涉 
及 的 知识 面 。 例 如 ,为 了 获得 "平行 截 割 定理 "， 
按照 本 书 例 题 5,4.2 的 方法 ,只 用 到 两 个 命题 : 
中 若 P 是 入 ABC 的 边 48B 上 的 一 所, 则 

AAPC AP 

AABC AB® 
四 若 ABA MN ,WA ANMN = A BHN.o 
而 在 常见 的 教材 体系 中 ,为 了 得 到 这 个 定理 , 需 
要 先 有 下 列 合 
(1) 平行 四 边 形 对 边 相等 。 
(2) 平行 线 的 同位 角 判 下 法 。 
[3] 相似 三 角形 的 " 角 、 角 "判定 法 。 
(4) 相似 三 角形 对 应 边 成 比例 。 
对 比 之 下 ,后 者 宽度 较 大 ,因而 教师 知道 了 前 一 
种 证 法 后 , 均 乐 于 放弃 传统 教材 中 的 方法 。 
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思 ， 从 数学 裁 育 到 坟 育 数学 


除了 逻辑 结构 简单 之 外 ,能 否 提供 有 力 的 解 题 方法 ， 
也 是 评价 教育 数学 成 果 优 沁 的 一 条 重要 标准 。 

数学 的 心脏 是 问题 。 学 了 数学 知识 ,就 要 用 这 些 知 
识 去 解决 相应 移 实 际 问 题 、 理 论 问 题 。 如 何 教会 学 生 解 
题 ,确实 是 数学 教学 中 最 复杂 的 问题 之 一 。 

同一 个 数学 题 常 常 有 不 同 的 解法 。 有 些 解法 虽然 有 
很 强 的 技巧 性 ,但 只 能 用 于 狭窄 的 一 类 问题 。 比 如 传统 
的 算术 课 里 讲 了 不 少 特殊 的 解 题 技 巧 ,把 四 则 应 用 题 分 
成 "工程 问题 "、“ 混 合 物 问题 *、" 行 程 问题 "、“ 鸡 兔 同 算 问 
题 "等 ,并 分 别提 供 思路 、 技 巧 与 公式 。 孩 子 们 学 推理 、 背 
公式 , 弄 得 焦头烂额 。 这 些 不 同类 型 的 题目 ,都 可 以 通过 
方程 轻松 解决 。 代 数 之 所 以 比 算术 高 明 , 是 因为 它 能 够 
提供 更 有 力 的 通用 方法 。 

. 对 数学 材料 的 "教学 法 加 工 ", 并 不 能 提供 新 的 更 好 
的 解 题 方法 。 于 是 ,这 个 任务 落 在 了 "教育 数学 "的 肩 上 。 

除了 简单 的 逻辑 结构 、 有 力 的 解 题 方法 外 ,还 应 当 要 
求 些 什么 呢 ? 那 就 是 数学 概念 的 引入 ,应 当 使 学 生 感 到 
亲切 自然. 平易、 直观 。 

教学 过 程 中 有 信息 的 传递 ,但 教学 过 程 决 不 是 简单 
的 信息 传递 过 程 。 学 生 的 大 脑 不 是 录音 机 里 的 磁带 ,不 
能 只 是 简单 地 把 输入 的 信息 录 下 来 。 心 理学 的 研究 告诉 
我 们 :学 生理 解 和 形成 数学 概念 ,是 一 种 主动 的 心理 过 
程 。 他 们 把 课堂 上 昕 到 的 新 内 容 ,纳入 自己 已 有 的 经 验 
系统 ,或 者 按 自己 的 方式 理解 新 的 东西 {同化 ) ,或 者 改造 
自己 原 有 经 验 而 形成 新 经 验 { 顺 应 )。 

在 安排 教学 过 程 时 ,我 们 既 要 想到 学 生 头 脑 里 已 经 
有 的 东西 ,又 要 考虑 到 学 生 将 来 要 学 的 东西 ,充分 发 挥 学 
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内 数 学 才 育 独 数 育 数学 


习 过 程 中 正 迁 称 的 作用 ,防止 负 迁 移 。 教 育 数 学 ,要 为 这 
种 安排 提供 素材 。 

对 即将 引入 的 内 容 , 要 形成 * 山 雨 欲 来 "之 势 。 

对 引入 的 新 内 容 , 要 让 学 生 有 "似曾相识 "之 感 。 

比如 ,学 生 在 小 学 就 学 了 简单 面积 的 计算 ,对 商 积 的 
大 小 比较 .面积 的 可 加 性 都 比较 熟悉 ,而 且 他 们 在 代数 课 
上 受 学 会 了 列 方程 式 与 解 方程 式 , 在 此 基础 上 ,以 面积 为 
中 心 讲 平面 几何 , 目 然 曙 于 接 党 。 

又 如 当 学 生 学 数列 时 ,自然 的 例子 是 数列 1,2,3， 
4,…，, 这 是 无 界 不 减 数 列 。 它 提示 我 们 利用 无 界 不 减 数 
列 引 入 无 穷 大 列 ,无 穷 太 列 又 唤 来 了 无 穷 小 列 、 极 限 概 
念 。 这 也 许 会 比 "e- "语言 更 易于 接受 吧 。 

类 似 地 ,学 生 熟 悉 了 对 自然 数 系 适用 的 数学 归纳 法 
之 后 ,进一步 引导 他 们 学 习 连 续 归 纳 法 ,是 顺理成章 的 。 

充分 发 挥 正 迁 移 的 作用 ,这 个 想法 贯穿 着 我 们 在 教 
育 数学 领域 所 做 的 初步 工作 。 

本 书 列举 了 相当 数量 的 例题 。 不 如 此 ,就 无 法 表明 
我 们 推荐 前 东西 包含 有 力 的 解 题 工 具 : 共 边 比 例 定理 与 
共 角 比例 定理 ,三 角形 而 积 公式 ,连续 归纳 法 …… 

无 论 是 以 面积 为 中 心 的 几何 新 体系 ,以 无 界 不 减 数 
列 为 起 点 的 极限 定 允 ,还 是 被 先辈 大 师 们 遗漏 了 的 连续 
归纳 法 , 比 起 传统 教材 相应 部 分 的 内 容 , 都 有 更 简单 的 逻 
辑 结构 。 

更 简单 的 逻辑 结构 .和 更 有 力 的 解 题 方法 .更 平易 近 人 
的 数学 概念 ,这 是 教育 数学 追求 的 目标 ,是 教育 数学 的 择 
优 标准 ,也 是 教育 数学 选 题 的 撒 南 。 


216 


九 、 从 数学 裁 育 到 教育 数学 


9.5 纸上谈兵 与 真 刀 真 检 


教育 数学 的 成 果 , 最 终 要 靠 教 学 实践 来 检验 。 如 果 
没有 教学 实践 的 机 会 ,我 们 这 里 所 谈 的 一 切 , 便 只 不 过 是 
纸上谈兵 。 

毕竟 "教育 数学 "还 没有 成 为 一 门 公认 学 科 。 即 使 有 
一 天 , 它 真 的 成 为 一 门 学 科 , 一 门 边缘 数学 ,其 成 果 也 不 
一 定 就 能 进入 课堂 。 

但 是 ,有 志 于 教育 数学 的 人 ,应 当 有 韧性 ` 有 恒心 用 
自己 坚持 不 懈 的 努力 ,把 取得 的 成 果 通 过 课外 读物 、 数 学 
讲座 、 教 学 参考 资料 等 途径 向 教师 、 向 学 生 、 向 保 堂 渗透 。 
只 要 是 有 价值 的 东西 迟早 会 得 到 读 省 的 认可 ;时 间 是 最 
好 的 检验 ,相信 习惯 势力 最 终 无 法 阻挡 教育 数学 的 脚步 。 

从 事 教育 数学 的 工作 者 ,当然 要 和 数学 教育 家 密切 
合作 ,吸取 数学 教育 的 研究 成 果 ; 也 要 和 教师 密切 合作 ， 
给 他 们 提供 适用 的 教材 与 教学 参考 资料 ,并 从 他 们 的 教 
学 经 验 中 豚 取 营养 。 

前 路 侵 迁 , 愿 教育 数学 这 株 幼苗 蓝 壮 成 长 ! 愿 更 多 
有 志 于 数学 教育 的 人 加 入 教育 数学 的 研究 队伍 中 。 这 本 
书 只 是 这 一 方向 的 开始 ;不 过 是 一 次 信 议 而 已 。 疏 漏 难 
免 , 切 望 批评 指正 。 
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从 数学 坑 育 到 坑 育 数学 


后 记 


所 请 教育 数学 ,就 是 为 教育 而 散 数 学 。 它 和 教学 教 
育 有 关系 ,但 又 不 相同 。 数 学 教育 羡 眼 于 教学 法 和 如 何 
对 数学 材料 进行 教学 法 的 加 工 , 是 为 了 数学 而 做 教育 ,并 
不 承担 数学 上 的 创造 工作 ,也 就 是 并 不 做 数学 ;教育 数学 
则 实 实 在 在 是 要 做 数学 的 。 我 的 这 个 理念 ,让 于 1970 年 
代 , 形 成 于 1980 年 伐 。 
1974 年 ~1976 年 ,我 曾 在 新 对 一 所 中 学 载 数 学 ,用 面 
积 方法 改革 几何 圾 学 的 想法 就 是 在 那 时 产生 的 。 普 培 生 
先生 当时 也 在 该 酚 性 教 。 在 十 分 国难 的 情况 下 ,他 一 直 
全 力 支 硅 我 的 起 法 ,并 与 我 共同 从 事 这 一 工作 。 由 于 客 
观 形 势 的 限制 ,这 项 工作 没 能 在 该 掖 进行 下 去 ,但 教育 数 
学 思想 的 种 子 是 从 那里 萌芽 的 。 
后 来 ,我 在 这 方面 的 研究 成 果 有 机 会 陆续 发 表 。 之 
后 在 出 版 社 的 盛情 六 请 下 ,我 与 萌 培 生 先 生 商 站 后 ,由 我 
执笔 写成 了 本 书 的 初稿 。 
近年 来 ,本 书 提 出 的 一 些 想 法 已 经 在 社会 上 产生 了 
较 大 的 影响 。 例 如 : 
(1) 面积 方法 在 国内 不 用 而 走 , 成 为 中 学 生 数 学 奥 林 
瑟 克 培训 的 必 备 内 容 之 一 ,并 被 编 入 多 种 数学 奥 
林 匹 充 读 物 。 

{21 一些 师范 院 模 的 初 午 几何 教材 (如 上 海 科 技 出 版 
社 1991 年 出 版 的 初等 几 柯 研究 》) ,也 详细 介绍 
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后 ” 记 


了 系统 面积 方法 的 基本 原理 ,并 称 之 为 21 世纪 
中 学 平面 几何 新 体系 。 
(3) 在 我 国 著名 数学 家 、 戏 学 教育 家 陈 重 称 尿 授 主持 
编写 的 4 高 豆 初 中 数学 实验 教材 中 ,把 面积 方法 
的 两 个 基本 工具 ( 闪 这 比例 定理 和 共 前 比例 定 
理 ) 作 为 重要 定理 ， 经 教学 试验 效果 很 好 ,可 节 
省 课时 ,提高 学 生 能 力 。 
(4) 1992 年 美国 一 所 大 学 洲 请 我 赴 美 合作 和 古 究 ,把 
面积 方法 发 展 为 计算 机 算法 并 实现 为 微 视 程 
序 ,使 几何 定理 可 读 证 明 自 动 生 成 这 一 多 年 难 
题 得 到 突破 。 
(5) 本 书 荣 区 中 国 图 书 甘 。 
由 此 可 见 , 教 育 数学 这 一 思想 是 很 有 生命 力 的 。 但 
它 毕 竟 刚 刚 起 步 , 内 容 还 有 待 于 丰富 和 完善 ,观点 也 要 在 
部 育 实践 中 进一步 检验 。 


张 申 中 
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